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Grundlagen CFSG Lyons-Gruppe Ausblick

(G , ◦) ist eine Gruppe. ⇐⇒

(G1) Für alle a, b, c ∈ G gilt (a ◦ b) ◦ c = a ◦ (b ◦ c).
(Assoziativgesetz)

(G2) Es existiert ein Element 1G ∈ G so, dass für alle a ∈ G
schon a ◦ 1G = a gilt. (Neutrales Element)

(G3) Für jedes a ∈ G existiert a−1 ∈ G so, dass a ◦ a−1 = 1G
ist. (Inverse Elemente)

Beispiele:

(Z, +)
Symn

GLn(q)
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Grundlagen CFSG Lyons-Gruppe Ausblick

U ⊆ G ist eine Untergruppe (U ≤ G). ⇐⇒ (U , ◦|U) ist
eine Gruppe.

Rechtsnebenklasse: U ◦ g := {u ◦ g | u ∈ U} (g ∈ G)
Linksnebenklasse: g ◦ U := {g ◦ u | u ∈ U}
G/U ist die Menge aller Rechtsnebenklassen von U .
N ≤ G ist ein Normalteiler (N ⊴ G) ⇐⇒ Für alle
g ∈ G gilt N ◦ g = g ◦ N .
G/N heißt dann Faktorgruppe.
G ist einfach ⇐⇒ G besitzt genau zwei verschiedene
Normalteiler, nämlich {1G} und G .
Beispiel: Zyklische Gruppen Cp von Primzahlordnung p
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Grundlagen CFSG Lyons-Gruppe Ausblick

CFSG = Classification Theorem for Finite Simple Groups

geschätzte Länge des Beweises:

10.000 bis 15.000 Journalseiten ...
... verteilt auf ungefähr 500 Artikel ...
... von über 100 Mathematikern.

Revisionsprojekt angefangen durch Gorenstein, Lyons und
Solomon (GLS-Reihe), inzwischen auch Capdeboscq und
Stroth
Beweisprozess der Klassifikation ist von besonderem
wissenschaftshistorischem Interesse.
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Grundlagen CFSG Lyons-Gruppe Ausblick

Wie wurde die Suche nach einfachen Gruppen
motiviert/initiiert?
Mit welchen mathematischen Ideen wurden die einfachen
Gruppen gefunden?

Wie haben die Gruppentheoretiker über interkontinentale
Grenzen kommuniziert? Wer kannte sich?
Welchen Einfluss hatte der technische Fortschritt auf die
Entwicklung in der Gruppentheorie?
Wie wurde bei solch einem Projekt mit Vermutungen und
Fehlern umgegangen?
Ist der Beweis vollständig? Stimmt das Resultat?
...
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Grundlagen CFSG Lyons-Gruppe Ausblick

um 1830: Entstehung des Konzepts einfache Gruppe
durch Galois

erste bekannte einfache Gruppen: Cp, p eine Primzahl,
Altn, n ≥ 5 und PSLn(q), n ≥ 2, außer PSL2(2) und
PSL2(3). (unendliche Familien)
1860, ’61, ’73: erste sporadische Gruppen (einzigartig)
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Grundlagen CFSG Lyons-Gruppe Ausblick

Satz (Sylow, 1872)

Seien G eine endliche Gruppe, p eine Primzahl und n ∈ N0 so,
dass pn die größte Potenz von p ist, die |G | teilt. Dann gilt:
(a) Es gibt mindestens eine Untergruppe von G der Ordnung

pn.
(b) Alle Untergruppen von G der Ordnung pn sind in G

konjugiert.
(c) Ist U eine p-Untergruppe von G, so existiert eine

Untergruppe P von G der Ordnung pn, die U enthält.
(d) Die Anzahl der Untergruppen U von G der Ordnung pn

entspricht genau |G : NG(U)|, und die Anzahl ist
kongruent zu 1 modulo p.
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Grundlagen CFSG Lyons-Gruppe Ausblick

Satz (Hölder, 1892)

Sei G eine endliche einfache Gruppe und 1 ≤ |G | ≤ 200. Dann
ist G zu einer der folgenden Gruppen isomorph:
(a) Cp, wobei p eine Primzahl zwischen 1 und 200 ist.
(b) Alt5 der Ordnung 60.
(c) PSL2(7) der Ordnung 168.
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Grundlagen CFSG Lyons-Gruppe Ausblick

Satz (Brauer-Fowler, 1954)

Sei H eine endliche Gruppe. Es gibt eine endliche Zahl von
einfachen Gruppen, in denen der Zentralisator einer Involution
isomorph zu H ist.

Involution: Element der Ordnung 2, d.h. x ◦ x = 1G ̸= x
Satz von Cauchy: Jede Gruppe gerader Ordnung enthält
eine Involution
Zentralisator: CG(x) = {g ∈ G | g ◦ x = x ◦ g}
Brauer stellte Ergebnis auf dem ICM 1954 vor
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Grundlagen CFSG Lyons-Gruppe Ausblick

Satz (Brauer, 1954)

Sei G eine endliche einfache Gruppe und sei t ∈ G eine
Involution so, dass CG(t) ∼= GL2(q) ist, wobei q ungerade ist.
Dann ist G isomorph zu PSL3(q) oder q = 3 und G ∼= M11
gilt.
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Grundlagen CFSG Lyons-Gruppe Ausblick

Satz (Feit-Thompson, 1962)

Jede Gruppe ungerader Ordnung ist auflösbar.

G ist auflösbar ⇐⇒ Es existieren k ∈ N und
Untergruppen N0, ..., Nk ≤ G so, dass

{1G} = N0 ⊴ N1 ⊴ ... ⊴ Nk = G

gilt und Ni/Ni−1 für alle i ∈ {1, ..., k} abelsch ist.
auflösbar und nicht-abelsch impliziert nicht-einfach, d.h.
alle einfachen nicht-abelschen Gruppen sind von gerader
Ordnung
veröffentlicht 1963, 255 Seiten und damit eine komplette
Ausgabe des Pacific Journal of Mathematics
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gilt und Ni/Ni−1 für alle i ∈ {1, ..., k} abelsch ist.
auflösbar und nicht-abelsch impliziert nicht-einfach, d.h.
alle einfachen nicht-abelschen Gruppen sind von gerader
Ordnung
veröffentlicht 1963, 255 Seiten und damit eine komplette
Ausgabe des Pacific Journal of Mathematics
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Grundlagen CFSG Lyons-Gruppe Ausblick

bis 1961: Entdeckung aller unendlichen Familien von
endlichen einfachen Gruppen

1964: Entdeckung der ersten modernen sporadischen
Gruppe J1

bis 1975: Entdeckung 20 weiterer sporadischer Gruppen
1980: verfrühte Annahme, dass CFSG abgeschlossen sei
(Gorenstein)
2004: Ausmerzen der letzten bekannten Lücke
(Aschbacher und Smith)
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Grundlagen CFSG Lyons-Gruppe Ausblick

Satz (CFSG)

Jede endliche einfache Gruppe ist isomorph zu einer der
folgenden:
(1) eine zyklische Gruppe von Primzahlordnung.
(2) eine alternierende Gruppe Altn mit n ≥ 5.
(3) eine endliche einfache Gruppe vom Lie-Typ (16

unendliche Familien) oder die Tits-Gruppe 2F4(2)′.
(4) eine der 26 endlichen einfachen sporadischen Gruppen.
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Grundlagen CFSG Lyons-Gruppe Ausblick

Ly ist eine sporadische Gruppe der Ordnung
28 · 37 · 56 · 7 · 11 · 31 · 37 · 67 ≈ 5 · 1016

Entdecker: Richard Lyons (*1945)

1970: PhD ”Characterizations of Some Finite Simple
Groups with Small 2-Rank” unter der Betreuung von
John Thompson an der University of Chicago
1972-2017: Professor an der Rutgers University (New
Jersey)
Co-Autor der GLS-Serie ”The Classification of the Finite
Simple Groups”
2012: Steele Prize der AMS, zusammen mit
Aschbacher/Smith/Solomon
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Grundlagen CFSG Lyons-Gruppe Ausblick

1968: Entdeckung der sporadischen Gruppe McL durch
Jack McLaughlin

Involutionen-Zentralisator von McL ist isomorph zu Ãlt8,
der universellen Darstellungsgruppe von Alt8.
1911: Für n ≥ 5 besitzt Altn eine universelle
Darstellungsgruppe. (Schur)
Kanonische Frage: Existieren weitere sporadische Gruppen
mit Involutionen-Zentralisator der Form Ãltn?

n ≤ 7: nein (Brauer-Suzuki)
n ∈ {9, 10}: nein (Janko und Lyons)
n = 11: ja (Lyons-Gruppe)
n ≥ 12: nein (Thompson)
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Grundlagen CFSG Lyons-Gruppe Ausblick

Satz (Lyons, 1972)

Seien G eine endliche Gruppe mit Z ∗(G) = 1, z ∈ G eine
Involution mit C := CG(z) ∼= Ãlt11 und T ∈ Syl2(C). Dann
folgt:
(a) T ∈ Syl2(G).
(b) G ist einfach.
(c) |G | = 28 · 37 · 56 · 7 · 11 · 31 · 37 · 67.
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Grundlagen CFSG Lyons-Gruppe Ausblick

1973: Existenz- und Eindeutigkeitsbeweis mithilfe des
Computers durch Sims

1981: Konstruktion einer Inzidenzgeometrie aus Ly durch
Kantor
1985: computergestützte Bestimmung der maximalen
Untergruppen von Ly durch Wilson
1992: computerfreier Beweis der Eindeutigkeit durch
Aschbacher und Segev
2002: computerfreier Beweis der Existenz durch
Meierfrankenfeld und Parker
2008: Charakterisierung der Lyons-Gruppe über lokale
Struktur durch Franchi, Lucido und Mainardis
offen: Verbindung zur Zahlentheorie im Sinne der
moonshine conjecture von Conway und Norton?
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Grundlagen CFSG Lyons-Gruppe Ausblick

Viele Thematiken innerhalb der Forschung zur Lyons-Gruppe
traten auch bei den anderen sporadischen Gruppen auf:

Existenz- und Eindeutigkeitsbeweis durch andere
Mathematiker
Verwendung des Computers
Entwickeln verschiedener Charakterisierungen
geometrische Interpretation
enge Vernetzung der beteiligten Mathematiker
private Kommunikation
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Grundlagen CFSG Lyons-Gruppe Ausblick

Aktuelle mathematikhistorische Arbeit an sporadischen
Gruppen:

Aufarbeitung von Ideen und Motiven, die zur Entdeckung
der Gruppen geführt haben
Analyse von Beziehungen zwischen beteiligten
Gruppentheoretikern
Interviews mit Zeitzeugen
Sammeln von unveröffentlichten Primärquellen (Notizen,
Briefe, Dissertationen, Ankündigungen ...)
Zusammenfassung und Vergleich von vorhandenen
Quellen
...
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Gruppentheoretikern
Interviews mit Zeitzeugen
Sammeln von unveröffentlichten Primärquellen (Notizen,
Briefe, Dissertationen, Ankündigungen ...)
Zusammenfassung und Vergleich von vorhandenen
Quellen
...
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