Uber Gruppen mit links-invarianter Totalordnung,
die nicht auf R wirken
Homeo, (*R) <« G <> Homeo, (R)

Christian Schoner
ch.schoenerl@web.de

FernUniversitdat Hagen (M. Sc. Student)
Betreuer: Jun.-Prof. Dr. Steffen Kionke, LG JP Algebra

StuKon 2022
MPI MIS Leipzig, 4. August 2022

1/30



. B e
Inhalt

1. Grundlagen - Um was geht es hier?

2. Zur Korrespondenz von Gruppen- und Ordnungstheorie
3. Uber Gruppen mit <, die nicht auf R wirken

4. Literaturverzeichnis

5. Anhang: Beispielhafte Beweisideen

5.1 Die Tréagerintervalle abelscher G < Homeo, (R) sind abzéhlbar
5.2 ngNl G;, G; nicht-abelsch, wirkt nicht treu auf R

2/30



Grundlagen - Um was geht es
hier?

Grundlagen - Um was geht es hier? 3/30



___ -
(M, <): Nicht-leere Totalordnung, G: Gruppe

(Definition (Ordnungserhaltende Bijektionen)
1. f: M — M ordnungserhaltend: Vm <ne M : f(m) < f(n).

2. Homeo, (M) := {f : M — M| f bijektiv und ordnungserhaltend}.

3. o Verkettung von Funktionen: (Homeo, (M), o) heif3t Gruppe der
ordnungserhaltenden Bijektionen von (M, <).

(Definition (Links-invariante Totalordnung)
Eine Totalordnung < auf G heil3t links-invariant, falls

Vg1,82,heG:g1 <ga=hogi <hogo.

= J

(Definition (Ordnungserhaltende Wirkung)

1. Ordnungserhaltende Wirkung von G auf M: Homomorphismus
y : G —» Homeo, (M).

L2 injektiv: treue Wirkung.
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Anwendungen?

(Merke )
1. Homeo, (M) Gruppe mit <.

2. Wenn G treu auf M wirkt, dann existiert < auf G.
3. Ex. < auf G: G torsionsfrei.

4. K Korper: Die Vermutungen von Kaplansky treffen auf die
Gruppenalgebra K[G] zu. I.A. gilt dies nicht, siehe Gardam, [6], fiir
ein Gegenbeispiel zur Einheiten-Vermutung (2021).

5. (Nicht, treue) Wirkung auf M ist Invariante.
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(Definition (ne-Menge, «: Ordinalzahl)
1. A # B c M heilden benachbart: Yac A, be B:a < b,
VceM,acA,beB:a<cAac<b=ceAuUB.

L 2. nq-Menge: A # B < M benachbart: |A| > N, oder |B| =

(Satz (Eindeutigkeit, Hausdorff, [9], Adams, [1])

\Minima]e no-Mengen sind ordnungsisomorph.

(Satz (Nach: Felgner, [5], Weispfenning, [14], Goldblatt, [8])
1. Q ist minimale no-Menge.

2. Ann: ZFC + CH: *R heilst angeordneter Kérper der
hyperreellen Zahlen und ist minimale n;-Menge.
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(Merke (Korrespondenz, Ann: ZFC + CH, a € {0,1})

Struktur Gruppentheorie = Ordnungstheorie
Grundstruktur F(NRy) M,
Beschreibung Freie Gruppe Minimale n,-Menge

Diversifizierungsstruktur N < F(Ry) N < M,
Abgeleitete Struktur F(Ng)/N My \N
§ Pfeil Quot. Hom. Monotone Abbildung )

(Hauptsatz (n-action-connection, Ann: ZFC + CH)
Seia € {0,1}, G Gruppe mit <, sowie |G| < X, und M, minimale
n«-Menge. Dann gilt

G — Homeo,(M,).

. J
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(Bemerkung
1. y : G —» Homeo, (R) nicht-trivial: Ex. N <G mit G/N — Homeo, (R).
2. Dann gilt |G/N| < |R| = |[Homeo, (R)|, und auf G/N ex. <.

L3 Bzgl. abz. Faktorgruppen mit < gilt folgender bekannter Satz:

(Satz (z.B. Ghys, [7], Theorem 6.8)

Sei G abzdhlbare Gruppe. Dann sind dquivalent:

1. Es existiert < auf G.

L 2. G wirkt treu auf R.

(Beweisidee (1. = 2.)
G —Gx Q — Homeo, (G x Q) = Homeo, (Q) — Homeo, (R).
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(Bemerkung
1. Torsionsfreie abelsche Gruppen mit |G| < |R|:
G—>G® 0O — R < Homeo,(R).

2. Es geniigt daher, nicht-abelsche Gruppen G mit < und
N1 < |G| < |R| zu betrachten.

3. Klar ist: Homeo, (R) hat iiberabz., nicht-abelsche Untergruppen.
\Mann zeigt in [11] folgendes Resultat:

J

(Definition )
1. Qy = {({f € Homeo,(R)|3x € R, (x, o0) ist FI von f}) < Homeo, (R).
| 2 Gy = Homeo, (R)/Q heif3t Gruppe der Keime.

(Satz (Mann, Navas, [11])
\GOO ist einfach, mit <, es gilt |G| = |R| und G, wirkt nicht auf R.
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(Bemerkung
Rezept:

1. Sei G mit < nicht isomorph zu einer Untergruppe von Homeo, (R).
2. Kolimes von HNN-Erweiterungen: G — cl* G mit |G| = |cI* G| und
cl* G zerfillt in 2 Konjugationsklassen (Higman, Neumann und

Neumann, [10], Theorem III).
3. cl* G ist einfach, wirkt nicht auf R!

4. Existenz von < auf cl* G: Folgender Satz und Satz von Burns und
Hale, [3].

(Satz (Bludov und Glass, [2], Corollary 6.7)

Seien G # {e} Gruppe mit <, definierender Relationenmenge S sowie
f,g € G\{e}. Dann existiert eine fortsetzende < auf der
| HNN-Erweiterung K := (G u {t}|S u {tft™1g71}).
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(Hauptsatz (Einbettungssatz)
Sei G Gruppe mit <. Dann existiert eine Gruppe K mit

1. G — K.
2. AufK ex. <.
3. K wirkt nicht auf R.
4. |K| = max(|G|,N1).
Zusatz: Ist G nicht-trivial, dann geniigt K = cl” (H;<1 G » G) der
\Behauptung.

(Bemerkung
Eine andere Moglichkeit, nur triviale Wirkung auf R zu erhalten: G
\wirkt nicht treu auf R und G — G/N fiir alle nicht-trivialen G/N mit <. )
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(Definition
Fiir Gruppen G, H und y : G — Aut(H) Wirkung durch Automorphismen
schreiben wir

Vge G,he H:%h:=y(g)(h) € H.

= J

(Definition

Sei (I, <) nicht-leere, total-geordnete Indexmenge, G; fiir alle i € I
nicht-triviale Gruppe, fiir alle s < t € I sei y(s) : G; x G, — G, Wirkung
durch Automorphismen, sodass fiir alle iy < i» < i3 € I und alle g; € G;;
mit j e {1, 2, 3} gilt:

(182) (816.) = 81(82g5).

Sei weiter R = {g,g:g; " gsgt_lls <tel g €Gs, g € G} S %ie1G; und

K = %iEIGi/<<R>>*ielGi'

\Eine Gruppe X.. heildt verallgemeinerte Klein’sche Flasche.
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(Beispiel
Sei I := {1, 2} mit der {iblichen Totalordnung, G; := Z fiiri = 1, 2 und
111, := (—1),. Dann ist K., isomorph zur Fundamentalgruppe der

| Klein’schen Flasche.

(Satz (Rivas, [11], Proposition 9)
Sei I := R mit der iiblichen Totalordnung, G; := Z fiir allei € R und
1, := (1), fiir alle s < t € I. Dann gilt |X..| = |R|, auf K. existiert <
\und K. wirkt nicht auf R.

(Satz
Sei I := R mit der iiblichen Totalordnung, G; = [[ Z fiir allei € I und
firallei < jelseiyyj : Gi x Gj — Gj,

V(i) ((8)ker) ()ier) = ((—1) kR Ny ) .

LDeznn gilt || = |R|, auf K., existiert < und K., wirkt nicht auf R.
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(Bemerkung
\Eine weitere Moglichkeit fiir keine treue Wirkung auf R basiert auf:

(Definition )
Sei G < Homeo,(R) und y : G — Homeo, (R) Homomorphismus. y heil3t
topologische Diagonaleinbettung, falls eine abzéhlbare Menge

I ¢ {$ = R| ¥ nicht-leeres, offenes Intervall} existiert, sodass
1.VEI1#32€l:F1nF2=2.
2. V§ € I3pg € Homeo (R, §)Vg e G : y(g)|3 = pggp;,—l.
3. Vg e G :supp(y(g)) = {x e Rly(g)(x) # x} < User §-

. J

(Satz (Militon, [12], Lemma 5.1)

Sei Ty € Homeo,(R), Ti(x) :=x+1, und y : Z;;, — Homeo,(R)
nicht-trivialer Homomorphismus. Dann ist y eine topologische
\Diagona]einbettung.

Uber Gruppen mit <, die nicht auf R wirken 16/30



Satz
cl* Zy, wirkt nicht auf R.

Satz

G = Zr, *(r, 1,y Zr, wirkt nicht treu auf R, es existiert < auf G und es gilt
1G] = |R].
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p
Bemerkung
Interessant in diesem Zusammenhang ist, dass wir im Kontrast dazu
zeigen konnen (was einen neuen Beweis fiir das Korollar ergibt):

.

(Satz
\%RHomeoJr([R) wirkt treu auf R.

(Korollar (Vinogradov, [13], Dicks und éunic’, [4], Proposition
13)

Sei I nicht-leere Indexmenge und G; fiir alle i € I Gruppe mit <;. Dann
\eXistiert < auf ¥%i¢G;.

[Korollar
F (|R]) wirkt treu mit abz. vielen Trdgerintervallen auf R.
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Zusammenfassung

(Merke (R ist keine min. 7;-Menge (Ordnungsvollstindig!))
1. Mit ZFC + CH gilt fiir alle Gruppen mit < und |G| < N;, dass
G — Homeo, (*R).

2. G abz. mit <: G — Homeo, (R).
3. Griinde dafiir, warum G <A Homeo, (R), 81 < |G| < |R|, mit <:

4. Die Tragerintervalle iiberabz. Teilmengen von Homeo, (R) mit
paarw. verallg. Baumslag-Solitar-Relation (abelsch, invers, geht
auch gebrochen) sind abz.: ng?ﬁ Gi, K.

5. Homeo, (R) hat keine Untergruppen mit ,,topologischer

Diagonaleinbettung und algebraischen Relationen, die dariiber
hinausgehen: Go,, Zr, *(r, 1.y Z1,, <l Z1, .
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. S
Einschub

(Definition
Sei f € Homeo, (R).

1. fix(f) := {x € R| f(x) = x} < R heilst Menge der Fixpunkte von f.

2. supp(f) = R\fix(f) heil3t Trager von f.

3. ofix(f) = {y € fix(f)| Isupp(f)" 5 (x)nen — ¥} S fix(f) heilit
Menge des Randes der Fixpunkte von f.

4. Gilt flir x; < xy € ofix(f) u {£oo}, dass (x1,x2) < supp(f)(< fix(f))
und ofix(f) n (x1,x2) = @, so heildt F := (x1, x2) Tragerintervall
(Fixintervall) von f.

5. Sei G < Homeo,(R). {¥ < R|3f € G,.J TI von f} heilt Menge der
Tragerintervalle von G.

6. Ist J = (x1,x2) TI von f und gilt x1(x2) € R, so heildt x; (x7) linker
(rechter) Tragerintervall-Randpunkt von f. (TIRP)

. J
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Die Tragerintervalle abelscher
G < Homeo,(R) sind
abzahlbar

Anhang: Beispielhafte Beweisideen 27/30



(Satz
1. (Hélder) Wenn eine treue Wirkung von G auf R mit genau einem
TI existiert, dann ist G abelsch.

L 2. Die TIs abelscher G < Homeo, (R) sind abzéhlbar.

(Beweisidee (Zu 2.)
1. Sei f € Homeo,(R), J := (x;,xg) € R TIvon f und q € F n Q. Sei
welter f(x) > x fiir alle x € 3. Dann gilt fiir alle g € Z mit TI
= (X,%r) € Rund q € 3, dass X, ¢ (xz, f1(q)): Wegen Komm.
ware f(x;) linker TIRP von g mit f(x;) < q, d.h. auch Xz < g, und
daher q ¢ 3. Mutatis mutandis folgt die Aussage fiir (f(q), xr).

2. Jedes TI von G, dass q enthélt, kann daher zu einem Paar
nicht-leerer, offener Intervalle assoziiert werden - da R abz. viele,
nicht-leere, disj. offene Intervalle enthélt, ist q in hochstens abz.
vielen TIs enthalten.

L 3. Q abz., dicht in R, supp(f) offen: Beh. )
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nggl Gi, G; nicht-abelsch,
wirkt nicht treu auf R
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[Beweisidee (Ann: H;exl G; < Homeo, (R), G; nicht-abelsch.)
1. Fiir alle i € N existierte ein Kommutator k; := [g;, h;] # id,
({k;| i € N1}) wére liberabzéhlbare, abelsche Untergruppe.
2. Die TIs abelscher H < Homeo, (R) sind abzihlbar: Ex.
gemeinsames TI J := (x;, xg) € R iiberabz. vieler Kommutatoren.

3. fgf ! =g: x; € R linker TIRP von g < f~!(x;) linker TIRP von g.
Z4(x;) abzédhlbar! (R enthalt abz. viele disj., nicht-leere Intervalle)

4. Schubfachprinzip: Nicht-abelsche Untergruppe schrankte zu
nicht-trivialen ord. erh. Bijektionen des TI ein (Folgt leicht).

5. Praziser: Ex. r,s,t € N1 paarw. verschieden, k, := [g;, h] mit TT .J
und (k,)s, (8-&5 )13, (h-h; )5 € Homeo, ().
[(gr85 13> (hehy )51 = (ko) 155 ((8rgs ygs (hehy1))g) micht-abelsch!

6. Holder: Nicht-abelsche H < Homeo, (.¥) hat TIRP in 9.

7. Wiederholung des Arguments mit restlichen Funktionen: Ein
Kommutator mit TI .F hétte einen TIRP in .¥, Widerspruch!

-
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