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Sei s = σ + it. Wir definieren

ζ(s) =
∞∑
n=1

n−s

für σ > 1.

Der Hauptsatz der Arithmetik liefert

ζ(s) =
∞∑
n=1

1

ns
=
∏
p∈P

∞∑
k=0

1

pks
=
∏
p∈P

(
1− 1

ps

)−1
was die Nullstellenfreiheit für σ > 1 zeigt.
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Es lässt sich zeigen, dass ζ(s) sich meromorph auf ganz C
fortsetzen lässt. Es gilt

π−s/2Γ
( s

2

)
ζ(s) = −1

s
+

1

s − 1
+

∫ ∞
1

w(x)(x s/2−1 + x−s/2−1/2)dx

mit der Γ-Funktion und der ϑ-Reihe w(x) =
∑∞

n=1 e
−πn2x .

Dies liefert die sogenannten trivialen Nullstellen der ζ-Funktion bei
s = −2n, n ∈ N.
Auf den Geraden Re(s) = 1 und Re(s) = 0 ist die ζ-Funktion auch
nullstellenfrei.
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Was ist mit Nullstellen im kritischen Streifen

N := {s ∈ C | 0 < Re(s) < 1}?

Die Riemannsche Vermutung:

Alle komplexen Nullstellen der ζ-Funktion im kritischen Streifen
haben Realteil 1/2.
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Eine Folgerung der Riemannschen Vermutung wäre die
Lindelöfsche Vermutung. Hierfür sei

µ(σ) := inf{c : |ζ(σ + it)| � |t|c}

also ζ(σ + it)� tµ(σ)+ε.

Es gilt

µ(σ) =


0 für σ > 1

max{0, 12 − σ} ≤ µ(σ) ≤ 1
2(1− σ) für 0 < σ < 1

1/2− σ für σ < 0
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Die Lindelöfsche Vermutung

µ(σ) = max{0, 1

2
− σ}

Äquivalent hierzu:
Für alle ε > 0 und beliebig großes B > 0 gilt

∑
n≤x

n−it =
x1−it

1− it
+ O(x1/2|t|ε)

mit 1 ≤ x ≤ |t|B .
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Für |t| ≥ x1/2 folgt ∑
n≤x

n−it = O(x1/2|t|ε)

(Square-Root Cancellation).
Die Funktionen n−it verhalten sich

”
wie“ unabhängig identisch

verteilte Zufallsvariablen.

Tritt dieses Phänomen auch bei anderen Folgen auf, oder spielen
die natürlichen Zahlen eine besondere Rolle?
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Sei N = {nj}∞j=1 eine steigende Folge positiver reeller Zahlen mit
Zählfunktion

N(x) =
∑

nj∈N ,nj≤x
1

Wenn M(x),E (x) existieren mit N(x) = M(x) + E (x) und

I M(x) ist differenzierbar

I xα1 � M(x)� xα2 mit 0 < α1 < α2

I E (x)� M(x)/ log(x)A für alle A > 0

dann nennen wir die Folge N zulässig (admissible).



Sei N eine zulässige Folge. Wir sagen die Lindelöfsche Vermutung
ist für N erfüllt, wenn für alle ε,B > 0 und n1 ≤ x ≤ |t|B∑

nj∈N ,nj≤x
n−itj =

∫ x

n1

M ′(u)u−itdu + O(M(x)1/2|t|ε)

gilt.
Man sagt LH(N ) ist wahr.

LH(N) ist äquivalent zur klassischen Lindelöfschen Vermutung.
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Theorem 1

Sei P die Menge der Primzahlen. Dann gilt LH(P)⇔ RH.

Theorem 2

Sei q eine Primzahl und 1 ≤ a ≤ q teilerfremd zu q, und P(a, q)
die Folge der Primzahlen p ≡ a mod q. Dann ist LH(P(a, q))
äquivalent zur verallgemeinerten Riemannschen Vermutung für alle
L-Funktionen zu Charakteren χ mod q.

-Gonek, Graham, Lee



Theorem 1

Sei P die Menge der Primzahlen. Dann gilt LH(P)⇔ RH.

Theorem 2

Sei q eine Primzahl und 1 ≤ a ≤ q teilerfremd zu q, und P(a, q)
die Folge der Primzahlen p ≡ a mod q. Dann ist LH(P(a, q))
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Die klassische Lindelöfsche Vermutung lässt sich auf k-potenzfreie
Zahlen Fk übertragen, und zwar mit

ζ(1/2 + it)

ζ(k/2 + kit)
= O(|t|ε)

Auch die verallgemeinerte Lindelöfsche Vermutung lässt sich
übertragen und lautet

∑
n≤x ,n∈Fk

n−it = ζ(k)−1
x1−it

1− it
+ O(x1/2|t|ε)

∀ε,B > 0, 1 ≤ x ≤ |t|B .
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Ich konnte in meiner Bachelorarbeit zeigen, dass die klassische
bzw. verallgemeinerte Lindelöfsche Vermutung äquivalent zur
klassischen bzw. verallgemeinerten Lindelöfschen Vermutung für
k-potenzfreie Zahlen ist.

Die nächste Ziele sind das weitere Verallgemeinern dieses Konzepts
(beispielsweise auf sog. Beurling-Primes) und die genauere
Klassifizierung der LH(N ) für verschiedene Folgen.



Zusammenfassung:

I Man kann die Lindelöfsche Vermutung auf zulässige Folgen
verallgemeinern und es gilt LH(N) = LH.

I Für die Folge der Primzahl ergibt sich LH(P) = RH.

I Für die k-potenzfreien Zahlen Fk gilt LH(Fk) = LH(N).

I Es ist zu erwarten dass sich das Konzept weiter stark
verallgemeinern lässt.

Quelle: Steven M. Gonek, Sidney W. Graham, Yoonbok Lee.
The Lindelöf Hypothesis For Primes Is Equivaolent To The
Riemann Hypothesis, Volume 148, Proceeding Of The
American Mathematical Society, July 2020, Page 2863-2875
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