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Einführung

Einführung
David Wright (1989): ”Distribution of Discriminants of Abelian
Extensions”

▶ Asymptotik (von Diskriminanten) globaler Körper K für
endliche abelsche Gruppen G mit zur Charakteristik von K
koprimer Ordnung:

Z (K , G ; X ) ∼ c(K , G) · X a(G) · log(X )b(K ,G)−1

Das heißt: lim
X→∞

Z(K ,G;X)
c(K ,G)·X a(G)·log(X)b(K ,G)−1 = 1.

▶ Vermutung: Fall primer Charakteristik zwar technischer;
dennoch dieselben Ergebnisse

▶ Später: Vermutung falsch → Sonderfall
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Einführung
David Wright (1989): ”Distribution of Discriminants of Abelian
Extensions”
▶ Asymptotik (von Diskriminanten) globaler Körper K für

endliche abelsche Gruppen G mit zur Charakteristik von K
koprimer Ordnung:

Z (K , G ; X ) ∼ c(K , G) · X a(G) · log(X )b(K ,G)−1

Das heißt: lim
X→∞

Z(K ,G;X)
c(K ,G)·X a(G)·log(X)b(K ,G)−1 = 1.

▶ Vermutung: Fall primer Charakteristik zwar technischer;
dennoch dieselben Ergebnisse
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Einführung

Einführung
Thorsten Lagemann (2012): ”Distribution of Artin-Schreier
extensions”

▶ Asymptotik (von Führern) globaler Funktionenkörper der
Charakteristik p für elementar-abelsche Gruppen C r

p
→ primer Fall

▶ Untere und obere Schranken der Asymptotik (von
Diskriminanten) mithilfe der Führer-Diskriminanten-Formel:

1 + r · (p − 1)
(pr − 1) · p ≤ ap(C r

p) ≤ 1 + r · (p − 1)
(pr − pr−1) · p

▶ Untere Schranke bereits größer als a(G) von Wright für alle
betrachteten Gruppen außer Cp und C2

2
▶ Vermutung: Untere Schranke gibt korrekte Asymptotik

1
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▶ Untere Schranke bereits größer als a(G) von Wright für alle
betrachteten Gruppen außer Cp und C2

2

▶ Vermutung: Untere Schranke gibt korrekte Asymptotik

1

Nicolas Potthast 4 / 20 Vortrag StuKon 2022 4. August 2022



1

Einführung
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Problemstellung

Problemstellung

▶ Ziel: Asymptotik (von Diskriminanten) von C2
p -Erweiterungen

rationaler Funktionenkörper Fq(t) der Charakteristik p

▶ Ansatz:
▶ Konstruktion von C2

p -Erweiterungen als Kompositum zweier
Cp-Erweiterungen von Fq(t)

▶ Beschreibung und Zählung dieser Erweiterungen mit
vorgegebener Diskriminante über ein Repräsentantensystem

▶ Analyse der Dirichlet-Reihe der Zählfunktion
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Artin-Schreier Erweiterungen von
Funktionenkörpern

Artin-Schreier Erweiterungen

▶ Erweiterungen eines Funktionenkörpers F der Charakteristik p
der Form F (y)/F mit ℘(y) = yp − y = z ̸∈ ℘(F )

▶ Stehen in Bijektion zu eindimensionalen Untervektorräumen

{λv̄ | λ ∈ Fp, ℘(F ) ̸= v̄ ∈ F/℘(F )}

des Vektorraums F/℘(F )
▶ C2

p -Erweiterungen von F stehen in Bijektion zu
zweidimensionalen Untervektorräumen von F/℘(F )

1
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1

Nicolas Potthast 6 / 20 Vortrag StuKon 2022 4. August 2022



1

Artin-Schreier Erweiterungen von
Funktionenkörpern

Artin-Schreier Erweiterungen

▶ Erweiterungen eines Funktionenkörpers F der Charakteristik p
der Form F (y)/F mit ℘(y) = yp − y = z ̸∈ ℘(F )

▶ Stehen in Bijektion zu eindimensionalen Untervektorräumen
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1

Nicolas Potthast 6 / 20 Vortrag StuKon 2022 4. August 2022



1

Repräsentantensystem von
Fq(t)/℘(Fq(t))

Artin-Schreier Erweiterungen von Fq(t)

▶ Jedes z ∈ Fq(t) besitzt eindeutige Partialbruchzerlegung

▶ Partialbruchzerlegung beschreibt Hauptteile der
Laurentreihenentwicklungen bezüglich der Stellen p ∈ PFq(t)
eindeutig
→ Lokale Theorie

▶ Partialbruchzerlegung ermöglicht explizite Beschreibung des
Vektorraums Fq(t)/℘(Fq(t))
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Repräsentantensystem von
Fq(t)/℘(Fq(t))

Repräsentantensystem von Fq(t)/℘(Fq(t))

▶ Fq(t)/℘(Fq(t)) besitzt minimales Repräsentantensystem

RFq(t) =

f̃0 +
∑̂

p∈PFq(t)

m̃(p)∑
i=1
p ∤ i

fi ,p(t) · pp(t)−i


mit f̃0 ∈ RFq , m̃(p) ∈ N+ ∪ {−1}, fi ,p ∈ Fqdeg(pp) , fm̃(p),p ̸= 0

▶ Erweiterung Fq(t)(y)/Fq(t) mit yp − y = z ∈ Fq(t)/℘(Fq(t))
ist genau in den Stellen p mit m̃(p) > 0 verzweigt
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Repräsentantensystem von
Fq(t)/℘(Fq(t))

Zusammenhang zu lokaler Theorie

▶ m̃(p) beschreibt lokalen Führer der Artin-Schreier Erweiterung
bezüglich Stelle p

▶ Repräsentantensystem hängt sehr eng mit den lokalen
Repräsentantensystemen der Vervollständigungen
Fq(t)p ∼= Fqdeg(p)((u)) zusammen

▶ Konsequenz: Lokal-Global-Prinzip
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Zählen von globalen C2
p -Erweiterungen

nach Diskriminante

Vorgehen zur Bestimmung der Asymptotik der
C 2

p -Erweiterungen von Fq(t)

▶ Bestimmung der Anzahl C∂ der C2
p -Erweiterungen von Fq(t)

mit vorgegebener Diskriminante ∂

▶ Untersuchung der Dirichletreihe Φ(Fq(t), C2
p ; s) =

∑
∂

C∂∥∂∥−s

▶ Darstellung von Φ(Fq(t), C2
p ; s) als Linearkombination von

Eulerprodukten
▶ Meromorphes Fortsetzen der Eulerprodukte
▶ Bestimmung der Konvergenzabzisse der Dirichletreihe sowie

der Polstellen auf dieser
▶ Übersetzung der Dirichletreihe in eine Potenzreihe und

Anwendung des Taubersatzes aus Lagemanns Arbeit

1
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▶ Übersetzung der Dirichletreihe in eine Potenzreihe und
Anwendung des Taubersatzes aus Lagemanns Arbeit

1

Nicolas Potthast 10 / 20 Vortrag StuKon 2022 4. August 2022



1

Zählen von globalen C2
p -Erweiterungen

nach Diskriminante

Vorgehen zur Bestimmung der Asymptotik der
C 2

p -Erweiterungen von Fq(t)

▶ Bestimmung der Anzahl C∂ der C2
p -Erweiterungen von Fq(t)

mit vorgegebener Diskriminante ∂

▶ Untersuchung der Dirichletreihe Φ(Fq(t), C2
p ; s) =

∑
∂

C∂∥∂∥−s

▶ Darstellung von Φ(Fq(t), C2
p ; s) als Linearkombination von

Eulerprodukten
▶ Meromorphes Fortsetzen der Eulerprodukte
▶ Bestimmung der Konvergenzabzisse der Dirichletreihe sowie

der Polstellen auf dieser
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1

Zählen von globalen C2
p -Erweiterungen

nach Diskriminante

Anzahl der C 2
p -Erweiterungen von Fq(t) zu gegebener

Diskriminante ∂

Lemma
Für die Anzahl C∂ der C2

p -Erweiterungen von Fq(t) mit
Diskriminante ∂ =

∏
p∈PFq(t)

∥p∥n(p) gilt

a) C1 = 0 für ∂ = 1.
b) C∂ = e2 ·

∏
pn(p)||∂

f2
(
pn(p)

)
+ e1 ·

∏
pn(p)||∂

f1
(
pn(p)

)
für ∂ ̸= 1.

▶ Abbildungen fi(pn(p)) beschreiben lokale Anzahlen der
C2

p -Erweiterungen der Vervollständigungen Fq(t)p
▶ Abbildungen fi(∂) :=

∏
pn(p)||∂

fi
(
pn(p)

)
sind multiplikativ
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1

Zählen von globalen C2
p -Erweiterungen

nach Diskriminante

Dirichletreihe als Linearkombination von Eulerprodukten

Satz
Φ(Fq(t), C2

p ; s) =
∑
∂

C∂∥∂∥−s ist darstellbar als

Φ(Fq(t), C2
p ; s) =

2∑
i=1

ei · Φi(Fq(t), C2
p ; s) + e0.

Hierbei ist e0 Fehlerterm für ∂ = 1 und

Φi(Fq(t), C2
p ; s) =

∏
p∈PFq(t)

1 +
∑

n(p)≥1
fi

(
pn(p)

)
· ∥p∥−n(p)s

 .

1
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1

Zählen von globalen C2
p -Erweiterungen

nach Diskriminante

Meromorphe Fortsetzung der Eulerprodukte

Lemma
Das Eulerprodukt Φ1(Fq(t), C2

p ; s) besitzt für Re(s) > 1
(p−1)p − ε

mit einem 0 < ε < 1
2p(p−1)2 folgende meromorphe Fortsetzung:

Φ1(Fq(t), C2
p ; s) =

p∏
ℓ=2

ζ((p − 1)pℓs − (ℓ − 1)) · φ1(C2
p ; s).

Es ist φ1(C2
p ; s) für Re(s) > 1

(p−1)p − ε holomorph.

1
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1

Zählen von globalen C2
p -Erweiterungen

nach Diskriminante

Meromorphe Fortsetzung der Eulerprodukte

Satz
Das Eulerprodukt Φ2(Fq(t), C2

p ; s) besitzt für

Re(s) > ap(C2
p ) − ε = 1 + 2(p − 1)

(p2 − 1)p − ε

mit 0 < ε <

{ 1
10 für p = 2

1
(p−1)p3 für p ̸= 2 die meromorphe Fortsetzung

ζ((p2 − 1)ps − 2(p − 1)) · ζ((p − 1)p2s − (p − 1))p+1 · φ2(C2
p ; s).

Es ist φ2(C2
p ; s) für Re(s) > ap(C2

p ) − ε holomorph.
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1

Zählen von globalen C2
p -Erweiterungen

nach Diskriminante

Konvergenzabzisse und Polstellen

▶ Konvergenzabzissen der Zeta-Funktionen: 1+2(p−1)
(p2−1)p und 1

(p−1)p

▶ ap(C2
p ) = 1+2(p−1)

(p2−1)p ≥ 1
(p−1)p mit Gleichheit für p = 2

▶ Φ(Fq(t), C2
p ; s) hat Konvergenzabzisse ap(C2

p )
▶ Auf der Konvergenzabzisse besitzt Φ(Fq(t), C2

p ; s) für p ̸= 2
einfache Pole bei

s = ap(C2
p ) + 2πi

log(q) · j
(p2 − 1)p + 2πi

log(q) · Z

mit 0 ≤ j < (p2 − 1)p.

1
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1

Zählen von globalen C2
p -Erweiterungen

nach Diskriminante

Konvergenzabzisse und Polstellen

▶ Auf der Konvergenzabzisse besitzt Φ(Fq(t), C2
2 ; s) Pole der

maximalen Polordnung 4 bei

s = 1
2 + 2πi

log(q) · j
2 + 2πi

log(q) · Z mit 0 ≤ j < 2

→ Gemeinsame Polstellen der beiden Zeta-Funktionen
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1

Zählen von globalen C2
p -Erweiterungen

nach Diskriminante

Asymptotik von C 2
p -Erweiterungen von Fq(t)

Theorem
Die Anzahl der Erweiterungen K/Fq(t) mit Galoisgruppe C2

p hat
Asymptotik (Diskriminante)

Z (Fq(t), C2
p ; X ) ∼

 c(Fq(t), C2
2 ) · X 1

2 · log(X )3 für p = 2

c(Fq(t), C2
p ) · X

1+2(p−1)
(p2−1)p für p ̸= 2

Hierbei ist X = qm mit
▶ m ≡ e mod 12 für ein festes 0 ≤ e < 12 im Fall p = 2.
▶ m ≡ e mod (p2 − 1)p für ein festes 0 ≤ e < (p2 − 1)p im

Fall p ̸= 2.
c(Fq(t), C2

p ) ist positiv, reell und von der Progression abhängig.

1
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1

Zählen von globalen C2
p -Erweiterungen

nach Diskriminante

Interpretation der Resultate

▶ ap(C2
p ) stimmt mit Lagemanns unterer Schranke überein

▶ Wrights Formeln stimmen ebenfalls nicht für Galoisgruppe C2
2

und rationale Funktionenkörper Fq(t) der Charakteristik 2:
▶ Zwar a(C2

2 ) = a2(C2
2 ) = 1

2
▶ Aber b(Fq(t), C2

2 ) = 3 < 4

1
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▶ Wrights Formeln stimmen ebenfalls nicht für Galoisgruppe C2
2

und rationale Funktionenkörper Fq(t) der Charakteristik 2:
▶ Zwar a(C2

2 ) = a2(C2
2 ) = 1

2

▶ Aber b(Fq(t), C2
2 ) = 3 < 4

1

Nicolas Potthast 18 / 20 Vortrag StuKon 2022 4. August 2022



1

Zählen von globalen C2
p -Erweiterungen

nach Diskriminante

Interpretation der Resultate

▶ ap(C2
p ) stimmt mit Lagemanns unterer Schranke überein
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1

Ausblick

Ausblick: C r
p -Erweiterungen von Fq(t)

▶ Repräsentantensystem von Fq(t)/℘(Fq(t)) ermöglicht auch
Zählen von C r

p-Erweiterungen mit r ≥ 3
→ r -dimensionale Untervektorräume

▶ Linearkombination von r Eulerprodukten und Fehlerterm
→ Inklusions-Exklusions-Prinzip

▶ Kompliziertere Rechnungen, vor allem bei meromorpher
Fortsetzung
→ ap(C r

p) stimmt scheinbar mit unterer Schranke aus
Lagemanns Arbeit überein
→ Polstellen auf Konvergenzabzisse scheinbar alle einfach;
folglich kein log(X )-Term

1
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1

Ausblick

Ausblick: C r
p -Erweiterungen beliebiger globaler

Funktionenkörper der Charakteristik p

▶ Partialbruchzerlegung nicht mehr anwendbar
→ Besonderheit von Fq(t)

▶ Bestimmung eines Repräsentantensystems von F/℘(F )
stattdessen über Hauptadèle von F beziehungsweise
klassenkörpertheoretische Methoden

▶ Stellen p ∈ PF mit deg(p) ≤ 2gF − 2 nehmen Sonderrolle ein
→ Effekt zeigt sich in Lagemanns Arbeit zur Asymptotik von
Führern
→ Effekt landet asymptotisch vermutlich im Fehlerterm;
Resultate wie für Fq(t) erwartbar

1
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▶ Bestimmung eines Repräsentantensystems von F/℘(F )
stattdessen über Hauptadèle von F beziehungsweise
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