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Motivation

Bei der Untersuchung von Flüssigkeiten oder Gasen betrachtet
man häufig Erhaltungsgrößen.

Mathematisch:

∂t

∫
G

udV = −
∫
∂G

f νdS .

Das führt zur Untersuchung von hyperbolischen
Erhaltungsgleichungen, die wir hier in einer Raumdimension
betrachten wollen (etwa: Stau).
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Hyperbolisch Erhaltungsgleichungen

Wir untersuchen partielle Differentialgleichungen der Form

ut + A(u)ux = 0,

wobei

das Problem sei hyperbolisch (d.h. A ∈ Rn×n für jedes
u ∈ Rn genau n reelle paarweise verschiedene Eigenwerte)

das Problem sei strikt nichtlinear (d.h. die Eigenvektoren
von A stehen nirgends orthogonal zum Gradienten ihres
Eigenwertes)

Es gebe Anfangswerte

u0(x) := u(0, x)

mit kleiner totalen Variation.
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Ziel

Suche nach schwachen Lösungen

:

∞∫
0

∫
R

(Φt(x , t)u(x , t) + Φx(x , t)f (u(x , t)))dxdt

+

∫
R

Φ(x , 0)u(x , 0)dx = 0

Vorsicht! Im Gegensatz zu parabolischen oder elliptischen
Differentialgleichungen ist i.A. keine Regularität zu erwarten.



Das
Riemannsche
Anfangswert-
problem und
das Verfahren
von Glimm

Bachelorarbeit
von Paul
Stephan

Einleitung

Riemann-
Probleme

Die Wechsel-
wirkungs-
abschätzung

Das Verfahren
von Glimm

Ziel

Suche nach schwachen Lösungen:
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∞∫
0

∫
R

(Φt(x , t)u(x , t) + Φx(x , t)f (u(x , t)))dxdt

+

∫
R

Φ(x , 0)u(x , 0)dx = 0

Vorsicht! Im Gegensatz zu parabolischen oder elliptischen
Differentialgleichungen ist i.A. keine Regularität zu erwarten.



Das
Riemannsche
Anfangswert-
problem und
das Verfahren
von Glimm

Bachelorarbeit
von Paul
Stephan

Einleitung

Riemann-
Probleme

Die Wechsel-
wirkungs-
abschätzung

Das Verfahren
von Glimm

Wo sind wir jetzt?

1 Einleitung

2 Riemann-Probleme

3 Die Wechselwirkungsabschätzung

4 Das Verfahren von Glimm



Das
Riemannsche
Anfangswert-
problem und
das Verfahren
von Glimm

Bachelorarbeit
von Paul
Stephan

Einleitung

Riemann-
Probleme

Die Wechsel-
wirkungs-
abschätzung

Das Verfahren
von Glimm

Riemann-Probleme

Klasse der Riemann-Probleme:

u0(x) =

{
ũ0 x < 0

ũN x > 0

Der Startwert ist bis auf einen Punkt überall konstant.
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Existenzresultat zur Lösung von
Riemann-Problemen

Wenn ũ0 und ũN nah genug beieinander liegen, so sind
Riemann-Probleme lokal (eindeutig) lösbar.

Genauer gibt es
Mengen der Form

Σj = {x ∈ R, t ≥ 0 : αj t < x < ωj t}

mit ωj ≤ αj+1 für 0 ≤ j ≤ n − 1, sodass u auf Σj konstant ist
und den Wert ũj annimmt.
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Existenzresultat zur Lösung von
Riemann-Problemen

Zwischen den Σj sind folgende Fälle möglich

1 u ist j-Verdünnungswelle , d.h. λj(u(tξ, ξ)) = ξ f.a.
t ≥ 0, ξ ∈ R mit tωj ≤ ξ ≤ tαj+1 und alle
j-Riemann-Invarianten (=Funktionen, deren Gradient
überall orthogonal an den j-ten Eigenwert von A steht)
bleiben konstant.

2 u ist j-Stoßwelle , d.h. ωj = αj+1 und

lim
ε↓0

λj(u(tαj+1 − ε), t) > αj+1 > lim
ε↓0

λj(u(tαj+1 + ε), t)

gilt.
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Intensität

Sei rk der k-te Eigenvektor von A.

Lokal gibt es invertierbare wk , 1 ≤ k ≤ n mit rk∇wk = 1 und
rj(ṽ)∇wk(ṽ) = δkj für ein ṽ ∈ Rn.
Den Wert

εj = wj(ũj)− wj( ˜uj−1)

nennen wir Intensität von u.
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Sich Annähern

Wir sagen, eine i-Welle nähert sich einer j-Welle an, falls i > j
oder für i = j nicht beides Verdünnungswelle sind.

Sei

A ={(i , j) ∈ N2, 1 ≤ i , j ≤ N,

die i-Welle von v’ nähert sich der j-Welle von v” an}.

Den Wert
D(γ, δ) =

∑
(i ,j)∈A

|γi ||δi |

nennen wir Potential künftiger Annäherungen.
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Die Wechselwirkungsabschätzung

Wie verhalten sich unterschiedliche Lösungen von
Riemann-Problemen zueinander?

Ist v Lösung zu (vl , vr ), v ′ zu (vl , vm) und v ′′ Lösung zu
(vm, vr ) und seien ε, δ, γ die Intensitäten dazu, so gilt

|εi | ≤ |δi |+ |γi |+ KD(γ, δ)

für ein K > 0 und |γ|+ |δ| → 0
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Notation

Sei f : [a, b]→ RN eine Funktion mit a, b ∈ [−∞,∞]. Dann
nennen wir

V a
b (f ) = sup{

n−1∑
k=0

∣∣∣∣∣∣f (t
(n)
k+1)− f (t

(n)
k )
∣∣∣∣∣∣ , n ∈ N,

a ≤ t
(n)
0 < t

(n)
1 < . . . < t

(n)
n ≤ b}

die totale Variation von f .
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Existenzsatz von Glimm

Für die Untersuchung allgemeinerer Startwerte (nicht Riemann,
totale Variation aber klein).

Es existieren 0 < K , δ, sodass bei gegebener Anfangsbedingung
v(x , 0) mit

||v(., 0)− ṽ ||∞ + V∞−∞(v(., 0)) < δ (1)

eine schwache Lösung v(x , t) f.a. x ∈ R und alle t ≥ 0
existiert, sodass

1 V∞−∞(v(., t)) ≤ K · V∞−∞(v(., 0)),

2 ||v(., t)− ṽ ||∞ ≤ K · (V∞−∞(v(., 0)) + ||v(., 0)− ṽ ||∞),

3
∫
R
|v(x , t1)− v(x , t2)|dx ≤ K |t1 − t2| · V∞−∞(v(., 0))).

f.a. t ≥ 0 gelten.
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existiert, sodass

1 V∞−∞(v(., t)) ≤ K · V∞−∞(v(., 0)),

2 ||v(., t)− ṽ ||∞ ≤ K · (V∞−∞(v(., 0)) + ||v(., 0)− ṽ ||∞),

3
∫
R
|v(x , t1)− v(x , t2)|dx ≤ K |t1 − t2| · V∞−∞(v(., 0))).

f.a. t ≥ 0 gelten.
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Beweisskizze des Satzes von Glimm

Zusammenkleben von Lösungen von Riemann-Problemen zu
einer zufälligen Auswahl an Punkten.

Hauptaufgaben des Beweis: Warum ist ein solches Verfahren
wohldefiniert?
Beweis der Ungleichungen, Beweis der Konvergenz und
Nachweis, dass Grenzwert tatsächlich schwache Lösung ist.
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Eine hübsche Grafik

Abbildung: Gitterpunkte
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Eine hübsche Grafik mit roten Punkten

Abbildung: Zufällige Punkte
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