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Warum wurden Seshadri-Stratifizierungen eingefiihrt?
@ Berechnen von Hilbert-Funktionen

@ Vorgehen ahnlich wie bei Newton-Okounkov-Kérpern: Berechnen
einer einfacheren Algebra mit gleicher Hilbert-Funktion

@ Suche nach geometrischer Interpretation von LS-Pfaden
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Warum wurden Seshadri-Stratifizierungen eingefiihrt?
@ Berechnen von Hilbert-Funktionen

@ Vorgehen ahnlich wie bei Newton-Okounkov-Kérpern: Berechnen
einer einfacheren Algebra mit gleicher Hilbert-Funktion

@ Suche nach geometrischer Interpretation von LS-Pfaden

Was sind Seshadri-Stratifizierungen?
Setting:
o Eingebettete projektive Varietit X C P(V)

@ Projektive Untervarietaten X, und homogene Funktionen f, auf V fiir
p in endlicher Indexmenge A

A bekommt so eine partielle Ordnung: p < g g.d.w. X, C X,
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Definition
Die Sammlung Xp, f,, p € A, heiBt Seshadri-Stratifizierung, falls

@ (S1) Fur alle benachbarten g < p in A ist X, eine Untervarietat von
Kodimension 1 in X,,.

Die projektiven Varietaten X,, p € A, sind glatt in Kodimension 1.
e (S2) Fir alle p, g € A mit p £ q verschwindet f, identisch auf Xj.

o (S3) Fiir alle p € A gilt He, N Xp = Up_q Xq-

Die f, nennt man extremale Funktionen.
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Nachfolgende Berechnungen

Kern der Berechnung ist eine Quasi-Bewertung V auf K[X]

Missen zunachst Bewertung V¢ fiir maximale Ketten
C={pr>--->po} in A berechnen

Beginne mit g, := g und berechne schrittweise g;_1 := % ,

Ky,
wobei N und D; von den Verschwindungsmultiplizitaten der f,, und g;
abhangen.

Ve(g) = (D,, %, el %}) € Q¢

Wihle Totalordnung auf A, die lexikographisch auf Q# erweitert wird

V(g) := min{Vc(g) : C ist eine maximale Kette in A}
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Nachfolgende Berechnungen

o Das Bild I' der Quasi-Bewertung V ist eine endliche Vereinigung von
endlich erzeugten Halbgruppen und liegt in ng.

@ Mithilfe von I' kann man einen flachen Morphismus konstruieren,
dessen allgemeine Faser fiir t # 0 isomorph zu X ist.

@ Konnen schlieBlich Newton-Okounkov-Simplizialkomplex definieren
und Simplizes D¢ mit rationalen Ecken finden, sodass

deg X = r! > vol(Dc¢).

C max. Kette in A
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Wiederholung Doppeltableaufunktionen
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Wiederholung Doppeltableaufunktionen
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Wiederholung Doppeltableaufunktionen

5(3(2]1|3]|4
5/4(1]2|3]|6
3|5

15]4[1]2]3]6|A) = det
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Wiederholung Doppeltableaufunktionen

51312134
5(4|1(2|3|6
315

F = [Tf=1 detp(x) mit [P(1)| > -~ > [P(d)|
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Wiederholung Doppeltableaufunktionen

F = [Tf=1 detp(x) mit [P(1)| > -~ > [P(d)|

51312134
5(4|1(2|3|6
315

= det{(2,1),3,3),(5,4)} det{(1,2),(5,3),(4.6)} det((3,5)}
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Wiederholung Doppeltableaufunktionen

F = T1f_; detp(xy mit [P(1)] > -+ > |P(d)]

5131|1134
5(4|1(2]|3|6
315

= dety(1,1),(3,3),(5.4)} 9€t{(1,2),(5,3),(4,6)} det{(35)}
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Wiederholung Doppeltableaufunktionen

F = T1f_; detp(xy mit [P(1)] > -+ > |P(d)]

In dieser Notation aufwendiger, aber uns reicht: P(1) D --- D P(d)

5131|1134
514 2(3]|6
315

= dety(1,1),(3,3),(5.4)} 9€t{(1,2),(5,3),(4,6)} det{(35)}
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Wir betrachten B, EByy, E € My, o(C) mit dem (Zariski-)Abschluss -, den
invertierbaren unteren m x m-Dreiecksmatrizen B,, und den invertierbaren
oberen n x n-Dreiecksmatrizen B;'.

Definition
Sei der Rook-Monoid Ry, , die Menge aller 0 — 1-Matrizen mit héchstens
einer 1 pro Zeile und Spalte

m n
Wi — {A € M n(C) : a;j € {0,1}, Z arj <1, Z ajk <1 fiir alle i, j
k=1 k=1

und sei A, , die Menge der moglichen 1-Koordinaten einer Rook-Matrix
Amn:={P C[m] x[n] : p1 # p}, p2 # p, fir alle p, p’ € P}

Proposition [Renner]

Der Rook-Monoid R, , ist ein Reprasentantensystem fiir die
(B;f x B;f)-Bahnen.

V.

——=—=——=— = ~
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m n
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und sei A, , die Menge der moglichen 1-Koordinaten einer Rook-Matrix
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Der Rook-Monoid R, , ist ein Reprasentantensystem fiir die
(B, x B;f)-Bahnen.
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Definition

Fir P € Am p sei

Pz :={P' CP:{p'} £{p} fiiralle p’ € P',p € P\ P'}.

o = = E HAE
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Definition
Fuar P € .Am,n sei
Pz :={P' CP: {p} £ {p} fiw alle p' € P, p € P\ P'}.

Proposition
Sei Ep die Rook-Matrix mit P als 1-Koordinaten. Dann besteht der Orbit
von Ep aus allen Matrizen A € Mp, ,(C), sodass
o Fiir alle @ # P’ € Py gilt detp/(A) # 0.
e Fir alle P’ € P4 und g € [m] x [n], sodass g £ p fir alle p € P\ P’
und P U {q} € Am,n, gilt detpry(qy(A) = 0.
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Definition
Die Sammlung X, f,, p € A, heiBt Seshadri-Stratifizierung, falls
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Definition

Die Sammlung B,,EpB;, Fp, P € Am n, heiBt Seshadri-Stratifizierung,
falls

@ (S1) Fur alle benachbarten g < p in A ist X; eine Untervarietat von
Kodimension 1 in X,.

Die projektiven Varietaten X,, p € A, sind glatt in Kodimension 1.

e (S2) Fur alle P,Q € A mit P £ Q verschwindet Fp identisch auf
B-EoB.

o (S3) Fur alle P € A, gilt:
Fp verschwindet nirgendwo auf B, EpB;.

Fir alle @ < P benachbart in Ay, , verschwindet Fp identisch auf
B EgB; .
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Definition

Fiir p € P sei x(p) := max{k € N : Es existieren p!,...,pk €

P, sodass p = p! > ... > pk}.

Fir k € N definieren wir schlieBlich Py :={p e P : s(p) > k} ={p €
P : Es existieren p!,..., p¥ € P, sodass p = p! > ... > pk}.
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Definition

Fiir p € P sei x(p) := max{k € N : Es existieren p!,...,pk €

P, sodass p = p! > ... > pk}.

Fir k € N definieren wir schlieBlich Py :={p e P : s(p) > k} ={p €
P : Es existieren pl,..., p~ € P, sodass p = p! > ... > pk}.

Hauptresultat

Die Zuordnung, die P € A, , die extremale Funktion Fp := Hﬁ”g; detp,
zuweist, ist eine Seshadri-Stratifizierung bei der die extremalen Funktionen
durch Standard-Doppeltableaufunktionen gegeben sind.
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Beweis

o Fp := [I{™ detp, mit
Pr = {p € P : Es existieren p,..., p" € P, sodass p = p* > ... > p*}.

@ Es gilt Py, C - CP1 =P und P, € Py fir alle 1 < k < kmax.
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Beweis

o Fp := [I{™ detp, mit
Pr = {p € P : Es existieren p,..., p" € P, sodass p = p* > ... > p*}.

@ Es gilt Py, C - CP1 =P und P, € Py fir alle 1 < k < kmax.

o Es gilt zu zeigen
(S2) Firr alle P, Q € A, , mit P £ Q verschwindet Fp identisch auf
B EoB.
(S3) Fur alle P € A, , verschwindet Fp nirgendwo auf B, EpB;.
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Beweis

o Fp := [I{™ detp, mit
Py = {p € P : Es existieren p',...,p* € P, sodass p = p* > ... > p*}.

Es gilt Pk, C -+ CP1 =P und Py € Py fiir alle 1 < k < kmax.

o Es gilt zu zeigen
(S2) Firr alle P, Q € A, , mit P £ Q verschwindet Fp identisch auf
B EoB;.
(S3) Fur alle P € A, , verschwindet Fp nirgendwo auf B, EpB;.
Idee fiir (S2): Falls Fp nicht identisch auf B;,EqB; verschwindet,
dann gilt P < Q.
Induktion, denn: Falls wir kein R < Q finden kénnen, welches die
Bedingung ebenfalls erfiillt, dann gilt schon P = Q.
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Optimalitat (Grad)

Unter allen Seshadri-Stratifizierungen mit
Standard-Doppeltableaufunktionen als extremale Funktionen haben die
extremalen Funktionen Fp := H’,j";; detp, minimalen Grad.
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Optimalitat (Grad)

Unter allen Seshadri-Stratifizierungen mit
Standard-Doppeltableaufunktionen als extremale Funktionen haben die
extremalen Funktionen Fp := Hkmax detp, minimalen Grad.

Optimalitat (Verschwindungsmultiplizitaten)
@ Es gibt vier verschiedene Falle von Nachbarschaften Q < P in Ay, p.
In dreien davon lasst sich nicht garantieren, dass Fp auf B;,EgB;
nur mit Multiplizitat 1 verschwindet.

@ Im vierten Fall verschwindet Fp := ]_[k"‘ax detp, nur mit Multiplizitat 1
auf BmEQB,T.
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Optimalitat (Grad)

Unter allen Seshadri-Stratifizierungen mit
Standard-Doppeltableaufunktionen als extremale Funktionen haben die
extremalen Funktionen Fp := [],™ detp, minimalen Grad.

Optimalitat (Verschwindungsmultiplizitaten)
@ Es gibt vier verschiedene Falle von Nachbarschaften Q < P in Ay, p.
In dreien davon lasst sich nicht garantieren, dass Fp auf B;,EgB;’
nur mit Multiplizitat 1 verschwindet.

@ Im vierten Fall verschwindet Fp := Hﬁ':{ detp, nur mit Multiplizitat 1
auf B;,EQB,T.

Was mache ich sonst noch?
@ Rekonstruktion der Rook-Matrix anhand ihrer extremalen Funktion

@ Kombinatorische Beschreibung der Menge aller extremalen
Funktionen und der induzierten partiellen Ordnung

v
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Vielen Dank fiir eure Aufmerksamkeit! Fragen?
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Nachfrage: Beispiel fiir Nicht-Optimalitat

o Die angegebene Seshadri-Stratifizierung mithilfe der Kettenlange als

entscheidendes Kriterium & ist bzgl. Grad und

Verschwindungsmultiplizitat (in gewisser Hinsicht) opti

ein Beispiel fiir eine nicht-optimale Seshadri-Stratifizier
e Fp:= Hl,j':{ detp, mit

Px = {p € P : Es existieren p, .. ., P e P, sodass p=p > ..
@ Betrachte P = {(1,1),(2,3),(3,2)} € Az 3 bzw. Ep =
. 13]2|1]1]2]3]

Fp = 1)1

mal. Was ist
ung?

> pfh
1 00
0 01
010
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Nachfrage: Beispiel fiir Nicht-Optimalitat
@ Eine Seshadri-Stratifizierung mithilfe der ersten Koordinate als
entscheidendes Kriterium ist bzgl. Grad und
Verschwindungsmultiplizitat nicht optimal.

o Fp:=[[iLidetp, mit Py ={peP :pr<m+1—k}

100
@ Betrachte P ={(1,1),(2,3),(3,2)} € A33 bzw. Ep = (0 0 1
010
. |3 21112 3|
Fp = 211
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