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Warum wurden Seshadri-Stratifizierungen eingeführt?
Berechnen von Hilbert-Funktionen
Vorgehen ähnlich wie bei Newton-Okounkov-Körpern: Berechnen
einer einfacheren Algebra mit gleicher Hilbert-Funktion

Suche nach geometrischer Interpretation von LS-Pfaden

Was sind Seshadri-Stratifizierungen?
Setting:

Eingebettete projektive Varietät X ⊂ P(V )
Projektive Untervarietäten Xp und homogene Funktionen fp auf V für
p in endlicher Indexmenge A

A bekommt so eine partielle Ordnung: p ≤ q g.d.w. Xp ⊂ Xq
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Definition
Die Sammlung Xp, fp, p ∈ A, heißt Seshadri-Stratifizierung, falls

(S1) Für alle benachbarten q < p in A ist Xq eine Untervarietät von
Kodimension 1 in Xp.
Die projektiven Varietäten Xp, p ∈ A, sind glatt in Kodimension 1.

(S2) Für alle p, q ∈ A mit p 6≤ q verschwindet fp identisch auf Xq.

(S3) Für alle p ∈ A gilt Hfp ∩ Xp =
⋃

p→q Xq.

Die fp nennt man extremale Funktionen.
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Nachfolgende Berechnungen
Kern der Berechnung ist eine Quasi-Bewertung V auf K[X̂ ]
Müssen zunächst Bewertung VC für maximale Ketten
C = {pr > · · · > p0} in A berechnen

Beginne mit gr := g und berechne schrittweise gj−1 := gN
j

f
NDj

pj

∣∣∣∣∣
X̂pj−1

,

wobei N und Dj von den Verschwindungsmultiplizitäten der fpi und gi
abhängen.

VC (g) :=
(
Dr ,

Dr−1
N , . . . , D0

Nr

)
∈ QC

Wähle Totalordnung auf A, die lexikographisch auf QA erweitert wird

V (g) := min{VC (g) : C ist eine maximale Kette in A}
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Nachfolgende Berechnungen
Das Bild Γ der Quasi-Bewertung V ist eine endliche Vereinigung von
endlich erzeugten Halbgruppen und liegt in QA

≥0.

Mithilfe von Γ kann man einen flachen Morphismus konstruieren,
dessen allgemeine Faser für t 6= 0 isomorph zu X ist.

Können schließlich Newton-Okounkov-Simplizialkomplex definieren
und Simplizes DC mit rationalen Ecken finden, sodass

degX = r !
∑

C max. Kette in A
vol(DC ).
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Wiederholung Doppeltableaufunktionen
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Wiederholung Doppeltableaufunktionen
1 3 4
2 3 6
5
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Wiederholung Doppeltableaufunktionen
5 3 2 1 3 4
5 4 1 2 3 6

3 5

5 4 1 2 3 6 (A) = det
a1,2 a1,3 a1,6
a4,2 a4,3 a4,6
a5,2 a5,3 a5,6


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Wiederholung Doppeltableaufunktionen
5 3 2 1 3 4
5 4 1 2 3 6

3 5

F =
∏d

k=1 detP(k) mit |P(1)| ≥ · · · ≥ |P(d)|
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Wiederholung Doppeltableaufunktionen
5 3 2 1 3 4
5 4 1 2 3 6 = det{(2,1),(3,3),(5,4)} det{(1,2),(5,3),(4,6)} det{(3,5)}

3 5

F =
∏d

k=1 detP(k) mit |P(1)| ≥ · · · ≥ |P(d)|

Charly Schwabe Eine Seshadri-Stratifizierung 5. August 2022 11 / 26



Wiederholung Doppeltableaufunktionen
5 3 2 1 3 4
5 4 1 2 3 6 = det{(2,1),(3,3),(5,4)} det{(1,2),(5,3),(4,6)} det{(3,5)}

3 5

F =
∏d

k=1 detP(k) mit |P(1)| ≥ · · · ≥ |P(d)|

Charly Schwabe Eine Seshadri-Stratifizierung 5. August 2022 12 / 26



Wiederholung Doppeltableaufunktionen
5 3 1 1 3 4
5 4 1 2 3 6 = det{(1,1),(3,3),(5,4)} det{(1,2),(5,3),(4,6)} det{(3,5)}

3 5

F =
∏d

k=1 detP(k) mit |P(1)| ≥ · · · ≥ |P(d)|

In dieser Notation aufwendiger, aber uns reicht: P(1) ⊃ · · · ⊃ P(d)

Charly Schwabe Eine Seshadri-Stratifizierung 5. August 2022 13 / 26



Wiederholung Doppeltableaufunktionen
5 3 1 1 3 4
5 4 1 2 3 6 = det{(1,1),(3,3),(5,4)} det{(1,2),(5,3),(4,6)} det{(3,5)}

3 5

F =
∏d

k=1 detP(k) mit |P(1)| ≥ · · · ≥ |P(d)|

In dieser Notation aufwendiger, aber uns reicht: P(1) ⊃ · · · ⊃ P(d)

Charly Schwabe Eine Seshadri-Stratifizierung 5. August 2022 13 / 26



Wir betrachten B−mEB+
n , E ∈ Mm,n(C) mit dem (Zariski-)Abschluss ·, den

invertierbaren unteren m ×m-Dreiecksmatrizen B−m und den invertierbaren
oberen n × n-Dreiecksmatrizen B+

n .

Definition
Sei der Rook-Monoid Rm,n die Menge aller 0− 1-Matrizen mit höchstens
einer 1 pro Zeile und Spalte

Rm,n =
{
A ∈ Mm,n(C) : ai ,j ∈ {0, 1},

m∑
k=1

ak,j ≤ 1,
n∑

k=1
ai ,k ≤ 1 für alle i , j

}

und sei Am,n die Menge der möglichen 1-Koordinaten einer Rook-Matrix
Am,n := {P ⊂ [m]× [n] : p1 6= p′1, p2 6= p′2 für alle p, p′ ∈ P}

Proposition [Renner]
Der Rook-Monoid Rn,n ist ein Repräsentantensystem für die
(B+

n × B+
n )-Bahnen.
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Definition
Für P ∈ Am,n sei
P6≤ := {P ′ ⊂ P : {p′} 6≤ {p} für alle p′ ∈ P ′, p ∈ P \ P ′}.

Proposition
Sei EP die Rook-Matrix mit P als 1-Koordinaten. Dann besteht der Orbit
von EP aus allen Matrizen A ∈ Mm,n(C), sodass

Für alle ∅ 6= P ′ ∈ P6≤ gilt detP ′(A) 6= 0.
Für alle P ′ ∈ P6≤ und q ∈ [m]× [n], sodass q 6≤ p für alle p ∈ P \ P ′
und P ′ ∪ {q} ∈ Am,n, gilt detP ′∪{q}(A) = 0.
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Definition
Die Sammlung B−mEPB+

n , FP , P ∈ Am,n, heißt Seshadri-Stratifizierung,
falls

(S1) Für alle benachbarten q < p in A ist Xq eine Untervarietät von
Kodimension 1 in Xp.
Die projektiven Varietäten Xp, p ∈ A, sind glatt in Kodimension 1.

(S2) Für alle P,Q ∈ Am,n mit P 6≤ Q verschwindet FP identisch auf
B−mEQB+

n .

(S3) Für alle P ∈ Am,n gilt:
I FP verschwindet nirgendwo auf B−mEPB+

n .
I Für alle Q < P benachbart in Am,n verschwindet FP identisch auf

B−mEQB+
n .
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Definition
Für p ∈ P sei κ(p) := max{k ∈ N : Es existieren p1, . . . , pk ∈
P, sodass p = p1 > ... > pk}.
Für k ∈ N definieren wir schließlich Pk := {p ∈ P : κ(p) ≥ k} = {p ∈
P : Es existieren p1, . . . , pk ∈ P, sodass p = p1 > ... > pk}.

Hauptresultat
Die Zuordnung, die P ∈ Am,n die extremale Funktion FP :=

∏kmax
k=1 detPk

zuweist, ist eine Seshadri-Stratifizierung bei der die extremalen Funktionen
durch Standard-Doppeltableaufunktionen gegeben sind.
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Beweis
FP :=

∏kmax
k=1 detPk mit

Pk = {p ∈ P : Es existieren p1, . . . , pk ∈ P, sodass p = p1 > ... > pk}.

Es gilt Pkmax ⊂ · · · ⊂ P1 = P und Pk ∈ P6≤ für alle 1 ≤ k ≤ kmax.

Es gilt zu zeigen
I (S2) Für alle P,Q ∈ Am,n mit P 6≤ Q verschwindet FP identisch auf

B−mEQB+
n .

I (S3) Für alle P ∈ Am,n verschwindet FP nirgendwo auf B−mEPB+
n .

Idee für (S2): Falls FP nicht identisch auf B−mEQB+
n verschwindet,

dann gilt P ≤ Q.
Induktion, denn: Falls wir kein R < Q finden können, welches die
Bedingung ebenfalls erfüllt, dann gilt schon P = Q.
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Optimalität (Grad)
Unter allen Seshadri-Stratifizierungen mit
Standard-Doppeltableaufunktionen als extremale Funktionen haben die
extremalen Funktionen FP :=

∏kmax
k=1 detPk minimalen Grad.

Optimalität (Verschwindungsmultiplizitäten)
Es gibt vier verschiedene Fälle von Nachbarschaften Q < P in Am,n.
In dreien davon lässt sich nicht garantieren, dass FP auf B−mEQB+

n
nur mit Multiplizität 1 verschwindet.
Im vierten Fall verschwindet FP :=

∏kmax
k=1 detPk nur mit Multiplizität 1

auf B−mEQB+
n .

Was mache ich sonst noch?
Rekonstruktion der Rook-Matrix anhand ihrer extremalen Funktion
Kombinatorische Beschreibung der Menge aller extremalen
Funktionen und der induzierten partiellen Ordnung
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Vielen Dank für eure Aufmerksamkeit! Fragen?
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Nachfrage: Beispiel für Nicht-Optimalität
Die angegebene Seshadri-Stratifizierung mithilfe der Kettenlänge als
entscheidendes Kriterium κ ist bzgl. Grad und
Verschwindungsmultiplizität (in gewisser Hinsicht) optimal. Was ist
ein Beispiel für eine nicht-optimale Seshadri-Stratifizierung?
FP :=

∏kmax
k=1 detPk mit

Pk = {p ∈ P : Es existieren p1, . . . , pk ∈ P, sodass p = p1 > ... > pk}.

Betrachte P = {(1, 1), (2, 3), (3, 2)} ∈ A3,3 bzw. EP =

1 0 0
0 0 1
0 1 0


3 2 1 1 2 3

FP = 1 1
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Nachfrage: Beispiel für Nicht-Optimalität
Eine Seshadri-Stratifizierung mithilfe der ersten Koordinate als
entscheidendes Kriterium ist bzgl. Grad und
Verschwindungsmultiplizität nicht optimal.

FP :=
∏m

k=1 detPk mit Pk = {p ∈ P : p1 ≤ m + 1− k}.

Betrachte P = {(1, 1), (2, 3), (3, 2)} ∈ A3,3 bzw. EP =

1 0 0
0 0 1
0 1 0


3 2 1 1 2 3

FP = 2 1 1 3
1 1
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