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����� � ����	�	 	�
��� Ω �� R2� � �����	�� ��� ����� �� 
��� u : Ω → C
����������

|u| = 1 ���� �� Ω

div u = 0 �� D′(Ω).
�����

�������������� ������ u = ∇⊥g := (−∂x2g, ∂x1g)� ���� ����� ������	�� ��� ��� �����
�� ��� ��������� g : Ω → R �������

|∇g|2 = 1 ���� �� Ω.

����	� ���� ����� ����� � ��� �������� ��� ��������� �� ��� �������� ����� �� ������
���	� 

Mdiv(Ω) :=

⎧⎨
⎩

u : Ω → C ���� div u = 0 ��	 ∃φ ∈ L∞(Ω) ���������� u = ei φ

��	 Uφ := div (ei φ∧a) �� � ����� !�	�� 
������ �� Ω × R
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���� φ(x)∧a 	������ ��� 
���
�
 ������ φ(x) ��	 a� #����� ���� ��� ���	�����
�� ��� ������� �� ���"� �� ���������� ������ ��� 	���������$���� �����������

%�� ����� Mdiv(Ω) �� �����	���	 �� &!'"( ��	 �� ��� ������� ��
�� ����� �� ���
�� 	�
�������� ����������� ������
 
�	������� 
����
�������
 ������ ��������
���� &!'�( ��	 &)!'( ��� � 	������	 ������������ �� ���� ������
�� �� ������ �
�����	�� ��� ������

Eε(u) :=

∫
Ω

ε|∇u|2 +
1

ε

∫
R2

|Hu|2 dx,

���� Hu ���� ��$�����	 	�
������*��� ���	� �� ��� ����$���� ���������	 ������	 �� u
�� ��� +,� div (ũ +Hu) = 0� ũ ����� ��� �-������� �� u �� R2 \ Ω ��� ��� �����
.� )���
��� ���� Eε(uε) ≤ C ��	 uε = ei φε ��� φε ∈ H1 ������
�� ����	�	 ��
L∞� �� %�����
 � �� &!'"( �� �� ���� ���� ��� ��
��� φε ��� ��
�� ������ ��� ��� L1

��������� �� ε → 0+ ��	 ���� ��� ��
�� ����� ������ ���"�� /�������� � ���� ���
Γ lim inf ����������

lim inf
k→∞

Eεk
(ei φεk ) ≥ 2|Uφ∞|(Ω ×R)

������� φεk
→ φ∞� �� &0�( ���� ��
�������� ������ ��� ���� �-���	�	 �� ��� Mdiv

������ ��� %�����
 1�2�
%�� ����� �� ����� ����� �� ����	� �
��� ����� ������� �� ��
� 
����	� 	�������	

�� &),/( ��	 �� &,3/4�( �� ��� ���� ����� �����-� �� ��� )�����$���� ������
 ����
&)��(� &)�"(�� �� ���� ������� ��� �����	��� ��� ������ �����������

Fε(v) :=

∫
Ω

ε|∇2v|2 +
(1 − |∇v|2)2

ε
dx,

�� ���� ��� ������ ���	� ∇v� �� �� � ��������� ��� �-����� 	���������$���� ��� ����
����� ������ �� S1 ���� ���
�����������

)� ���� ����� � ���� Γ$����������� ������
 �� ��� 
����
�������� ���� ���	 ��
��� )�����$���� ������
 �� ���� �� ����� 
������� �������� �� � ���	 ��� Γ lim inf
���������� �� ���� �� ���	 �� ������� ��	 ��� Γ lim sup ���������� ��� ���� �����	
�� ��
� ���������� ����������� 5���	��� ��� ������� �� &!'"( ��	 &)!'( ���	 �� �
����������*����� �� ������ 
���
�*��� ��������������

%�� ��
��������� �� ��� Γ$��
�� �������� �� ���� ����������� ������
 �������� �
	����� ��	������	��� �� ��� ����� Mdiv(Ω)� �� ����������� � 
��� ������� 	����������
�� ��� �������� ���� �� ��������� 
��� �� Mdiv(Ω) �� � ���� ������� ���������

)� �-������	 �� &!'"(� ��� 
������ div (ei φ∧a) 6	������7 ��� �������� ��� �� φ 
��� ��������� �� �� �����	 �� &0!( ���� φ �� ������� 0�������* �� Ω �� ��	 ���� ��
div (ei φ∧a) = 0 �� D′(Ω×R)� �� ��� ���������� ���� ���� ��� ������� φ �� � ��������
�� ����	�	 ��������� �� �� ����������	 �� &!'�(� &!'"( ������ ��� 8��9���� ����� ����
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�� BV � ���� ��� 
������ div ei φ∧a �� ������	 �� Sφ� ���� Sφ �� ��� ��������� H1$
���������� ��� ���� φ ��� � 	������������ �� :�
� ����� �� �� �����-�
��� �����
���� '������ "�� +��������� ��� ��� φ ∈ BV (Ω) ���� ���� div ei φ = 0 ��� ���

div (ei φ∧a) = χ{φ−<a<φ+} (ei a − ei φ−
) · νφ H1 Jφ, ���1�

���� φ± ��� ��� �����-�
��� ��
��� �� φ �� ���� ��	�� �� Sφ ��	 νφ �� ������
�� ���� � �� ���� φ− < φ+� ��	 χ{φ−<a<φ+} �� ��� �������������� �������� �� ���
�������� (φ−, φ+) �� R� ;������ H1 Jφ 	������ ��� �$	�
�������� <���	��= 
������
���������	 �� Jφ�

4�� 
��� 
��������� �� ���� ��� �� �� �-���	 ���� � 	���������� �� ��� :�
�
��� �� �������� φ �� ���������	� �� Mdiv(Ω)� �� &),/( �� �-�
��� �� � ���������	 ��
Mdiv(Ω) ���� �� ��� �� BV (Ω,S1) �� ������ +��������� ��� ������� ���� �� �-�
���
�� � 
�� �� ��� ��$�����	 )�����$���� ����� AGe ���� &)��(� &)�"(� � ����� ���
���
������� �� &),/(� ���� �� ��� �� BV (Ω)� >� ������ ���� AGe(Ω) �� 
�	� ��
��� ��������� u �� ��� ������� �������� ���� ����

div

((
∂u

∂ξ

)3

,−
(
∂u

∂η

)3
)

�� � ����� !�	�� 
������ �� Ω

��� ��� �������
�� ����� (ξ, η) �� R2� 5������ �� ��� ��
��������� ������ ��� ��
������ �� ������� ���� ���� 
�� ��� �� 
�	� ���� �� Mdiv ���� ��������� �������
�� ���� �
��� :�
�� ��� ������*�	 ��� � ���� ������ ���� �� ��� �1�?� ��	 &!'�(��
%�������� ��� BV ����� �� ��� �
��� ��� ��� �������� ��	 ����� �� �� ���� �� �������
��� ���� �� ����� ��� ��������� ������� �� ��� BV �������

�� �� �����	 �� &!'"( ���� � ������� φ �� � ���������	 �� Mdiv ������ ��� ��������
������� ��������  

iei a · ∇x[χ(φ(x) − a)] = ∂a

(
div ei φ∧a

)
�� D′(Ω × R), ���@�

���� χ 	������ ��� �������������� �������� �� R+� 5� �������� �� ��������� �������
�� ���������� �� �������� ��������� �� ��������� �� ������� ��������� ���� &,0/(��
��� ���� ���� ��������� �� ���@� ��� ���� ��� :�
� 	����������� div (ei φ∧a) �� �
����� !�	�� 
������ ��� �� W σ,p(Ω) ��� ��� σ < 1

5
��	 p < 5

3
� %����� �	�������

�� ��� ���������� �� ��� �������� f = [χ(φ(x) − a)] ������� ��� ������� ��������
ieia ·∇xf = ∂ag� ���� g = div (ei φ∧a)� +��� A���� ��	 5� +�����
� �� &A+( �
�����	
��� '������ �-������� ��	 ����	 ����

φ ∈W σ,p(Ω) ∀σ < 1

3
��	 p <

3

2
. ���?�

'���� ����� � ���� �
�����
���� ���� �� ��� ���
 ����� ������ �� ���� �� ��
������
�� ��� ��������� �� ��� �������� ��� �� φ ���� ���	 ���� ��� �������� �� ��� �� �����
�� �������� �� ��� ��������� ���� σp = 1��
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0������ ���	� ��� ��������� ������ ;��������� )������� ��������� ���� �� �������
��� ��� 
��� ����������� ��� �� �-����� ��� ��� ������ ����� Mdiv(Ω)� � �	���
���� � 
��� 	����� �������� ������ 	������� �� ��� �������� ��� φ ������� � ���$��
�������� �� ��� 
������ µφ(B) := |Uφ|(B ×R)�

4�� 
��� ������ �� ��� �������� ��������� ������
�

������� ���� ��� φ �� � ������	 
� u ∈ Mdiv(Ω) �� �� ����� ����

��� ��� ���� ��� Jφ �� �
������� H1����������� ��� �
�������� �� �
 H1���	��	����
����� ����

Σ :=

{
x ∈ Ω : lim sup

r→0+

µφ(Br(x))

r
> 0

}
.

�� ������
�

div (ei φ∧a) Jφ = χ{φ−<a<φ+} (ei a − ei φ−) · νφ H1 Jφ ∀a ∈ R. ���2�

����  
� H1����� x ∈ Ω \ Jφ �� ��!� ��� �
��
���	 "#$ ��
�����%

lim
r→0+

1

πr2

∫
Br(x)

|φ− φ| = 0,

����� φ �� ��� �!���	� 
� φ 
� Br(x)�

����� ��� ������� δ := µφ (Ω \ Jφ) �� 
���
	
��� �
 H1� ����

B &
��� ���� H1(B) < +∞ =⇒ δ(B) = 0.

B�
������ ���� ������ ��� ��� BV ������� � �-���� ���� ���� ����	 �� �
�����	�
������ ���� ����������� �� ��� 
��� ������ �� r → 0+ ���	 ���� �-������� �� ��
�����-�
��� ��
�� �� H1$���� x ∈ Ω\Jφ�� /�������� �� ���1� ��	 ��� 8/4 ���	�����
��� �� Jφ � �-���� ���� ���� ��� 
������� div T au ��� �����������	 �� Jφ� �� ����
�� ��� ����� �� ��� ���
��� ���� %�����
 1�"�����

µφ =

∫
R

|div ei φ∧a| da ���C�

��� ���	 ��� ���� ��� 
������ δ �� ����� �� �	��������� . ��	 ���� ������������� �� ���

������ µφ� )�� ����� ������
� ��� ��������� ����� ��	 �� ���	 �� ����������� ����
�� ��� ���� δ �� �������� ��� ������� �� ��� "$	�
�������� 0������� 
������� ����
������ ���� δ �� � B�����$���� 
������ ������	��� �� ��� ���
������� �����	���	
�� &,��)(� &)( ��� BV ����������� >� ����� ���� δ �� �	��������� . �� 
�����
�� �		������� 
��	 ���������� ����
����� �� Σ� ��
��� H1(Σ ∩ Ω \ Σ) = 0� ���
%�����
 2�@ ���� ����� �� ����	 �� ��� ������� �� &)0!(�

@



)� �-������	 �� ��� ����� ��� ���������� �� ��� ������� :�
� 
������ ����
	������� �� � ����� ���� ��� �$����� 	������ �� ��� :�
� 
������ �� ���*�����
�������� ������	 �� ��� ���������� ������ ����������	 �� &)0!(�

�� �� ����� ���� ���� �������� ��� �� �-���	�	 �� ������ ���� ��	�� ������������
��� ��� �������� �����- ���$������������ ���� ��� ��������� 4������ ���������� ������
����� ��� ���� �� ��� ���������� ������ �� &)0!(� +��������� ����� � �������� φ ��
R ×R+ ��

∂φ

∂t
+
∂(A ◦ φ)

∂x
= 0

��� A′′ > 0 ��	 ����
��� ����� ��� ��� S ∈ Lip(R)� ��� ��� ����

m =
∂(S ◦ φ)

∂t
+
∂(Q ◦ φ)

∂x
∈ Mloc(R× R+),

���� S ′A′ = Q′ ��	 ���� Mloc(R × R+) 	������ ��� ��� 	������������ ���� ���
!�	�� 
������� �� R ×R+� ���� � �-���� � ��
���� ��������� ������
 �� �� ����
��� ��� 
������ m�

#� � ����D� 	������� ��� �������� ��	 ��� ���������� ���	 �� ���� ������
'������ " �������� ��
� ����� 
������� ����� BV ���������� �����-�
��� �����������
�����-�
��� :�
��� %�� 
��� ������ �� +���������� "�1� ���� � ��	 � ���������
��	 ��E����� ��� � ������� φ �� �� � �������� �� ����	�	 ����������

'������ 1 �������� ��� 
��� ����� ���������� �� ��� ����� Mdiv� �� ���������� �
��� ��� �	������ ���C� ��	� �� � ������������ ��� �������� ���������� �� µφ ���
������� �� H1�

�� '������ @ � ���	� ��
� ���������� �� ������� ��������� ���� ���	���� �����$
��� ��� ������� ���������� %���� ���������� ��� ���	 �� ��� ���� ������� �� ��� �����
��� ��� ������������� �� ���$����

'������ ? �� 	�����	 �� ��
� �������� �������� ��� ��� ������������� �� ���� ��	

������� �� ��� ������ >� ��� � ��������� ���$�� ��������� ���� &+�( ��� 
���

��� �� ��� ���:����� ���	���� ��� ���
������ ��������� �� ��� �������	 ��	 �����$

���*�	 
������� �����	 � ������ %�� �����
���*����� ������ � ��� �� ��
��� ���
��	��� �� ��� ���� ���� ,�������� ?���� %�� �� ����������� ���� �� ���� ���� ���
�����
������ ����� ��� ��������� �� ���$��� ���� �� ��� ���� ������ ���� ���
����� �$	�
�������� ��������� 	������ �� �������� ��� ��	��	 ������ ���� ��� �
���
�$	�
�������� ��������� 	������ �� ��������� ��� %�����
 ?�"� �� ��� ������
� ����
�����
����� �� ���	 �� ��� ���� µφ (Ω \ Sφ) ��� *��� �$	�
�������� 	������� ��	
��������� �� ���������� ��� ������� �� H1�

'������ 2 �� 	�����	 �� ��� ������������� �� ���$���� <��� � ��� ��� �	��
���� ��� ������$�����	 
������ ����
��� ����� ���$��� � �������� 
������� �� �
�������� 
������ �� ���� ���$�� ������ %��� �	�� �� ���� ���	 �� �� ,� ������
�� �������� ���$��� �� ���� �� ����� ����
���� ����� ���� ��� �� �� ����������� ��

?



��� ���	�
����� ��� &,��( �� ��� ������������� �� ��� ��	���	 ����	��� �� ���� ��
����� ����
����� <��� ���� �	�� �� �����	 �������� �����	����� ��� 
�������∫

R

ei adiv ei φ∧a da,

∫
R

g(a)div ei φ∧a da,

��� ���������� ���������� ��� ������� �� µφ� ��	 ������ �� �� 0������� ������ ��
��� ��� ���������� 	��������� >� ��� �� ���� �� ���� ��� ���$�� �� ������ ���������
�� :�
�� �� � ����� �� :�
�� �� � ���D���� ��� � ������
 ����� ��	����	��� �� ���
������ ������������ ���� ����	 �� ��� �	�� �� ��� :�
�� %��� ��E��� �� �����
��� ������� �� ��� �������� ��������� ��	 �� ����� ��������������

'���� �
�������	 ���� �
�( �� ������� ���� )� *� ������ ���  � $��
 ��������
������ ����������� �� +*$, � ��������� ���
��� ������� �
 ���
��� � �
� ��� -!�����
.�	� ������ ����� ��

�� ����� ����� 
� � ��
���� ��	������ �� �
�� ����
����� �����
�� ��� ���� 
� ��� -!�����.�	� ����� ��� ����� 
� ��
����� �� � ���
�� ������� �� �� ���

����������	 �
 �
���� ���� �
 �
������
� ���� ��� ���
�� 
� !���
���� �
����
�� �� ����
�� ����� ������

>� ����� ���� �����	������ ��� ��� �������� ������ ��

���*��� ��� ��������
���	 ������ ������� �-���������� �� ��� ������

Ω ) ����	�	 ���� ��� �� R2

a ∧ b %�� 
���
�
 �� a ��	 b
a ∨ b %�� 
�-�
�
 �� a ��	 b
v · w %�� ������ ���	��� �� v ��	 w

(̂v, w) %�� ����� θ ∈ [0, π] ���� ���� v · w = |v||w| cos θ
v⊥ %�� ����$�������� π/2 �������� �� v� (−v2, v1)
ei a %�� ������ (cos a, sin a)
Br(x) %�� ���� ��� ������ x ��	 ��	��� r �x = 0 ��� �� �
����	�
H1 <���	��= 1$	�
�������� 
������ �� R2

S1 F��� ������ �� R2

M(X) ;����� !�	�� 
������� �� X
M+(X) +������� ��	 ����� !�	�� 
������� �� X
µ B !���������� �� µ �� B� 	����	 �� χBµ�


 ����	��	�� �	���� ��� �	���� BV �����	���

0�� �� �����	��� ��
� ��� ������� �� ���������� ��	 :�
�� ��� ���	��	 �� ���
�����-� �� BV ���������� )�� �� ���
 ���� � ����� ������ ��	� �� �- ��� �	���� �
���� ��� 	��������� ��� ��
� �������� f ∈ L1

loc(R
2,Rm)�

2



• ��		��
���� ����� >� ��� ���� f ��� �� �����-�
��� ��
�� �� x �� �����
�-���� a ∈ Rm ���� ����

lim
r→0+

1

πr2

∫
Br(x)

|f(y)− a|dy = 0.

%�� ������ a ������� �-���� �� ������ ��	 �� �����	 ��� �����-�
��� ��
�� ��
f �� x� >� 	����� �� Sf ��� ��� �� ������ ���� f ��� �� �����-�
��� ��
���

• ��		��
���� ���	 	����� >� ��� ���� x �� � :�
� ����� �� f �� �����
�-��� a+, a− ∈ Rm ��	 νx ∈ S1 ���� ���� a+ �= a− ��	

lim
r→0+

1

πr2

∫
B±

r (x)

|f(y) − a±| dy = 0,

���� B±
r (x) = {y ∈ Br(x) : ±(y − x) · νx > 0} ��� ��� �� ���� �����

	����
���	 �� νx� %�� ������ (a+, a−, νx) �� �������� 	����
���	 �� �� � ������
�� ����������� �� νx ��	 � ���
������� �� (a+, a−)� >� 	����� �� Jf ��� ��� ��
:�
� ������ �� f �

�� �� ��� ���	 �� ��� ���� &);+(� ���� Sf , Jf ��� 5���� ����� ���� Jf ⊂ Sf � ��	
���� Sf �� 0������� �����������

%�� �������� 0�

� ��� ���� �����	 �� &)�( �� � 
��� ������� �����-�� ;��
��� ���� �� ��
��������� � �����	� ��� ������

����� ���� ��� (χl) �� � ������ 
� �
�����
�� ������
�� ������ 
� R ����� ����
������ �
����� ��� φ ∈ L∞(R2) ��� ��� φl := χl ◦φ� ���� ��� �
��
���	 ���������
��
�
��%

��� φ ��� �� ����
/����� ����� �� x �� ��� 
��� �� ��� ������
�� φl ��!� �� ����
/�
����� ����� �� x0

���� �� x �� ������ �� ����
/����� �
�������� �
��� 
� � ���� �
��� �
� ��� ������
��
φl� ���� ��� ���� �
���� �
 ��� ����� ���� ��� ���� �� ���� �
� φ�

1�

�� ��� >� ����� ���� ��� ���������� �
���������� ��� G��G ���� 0�� �� ��� X :=
[−‖φ‖∞, ‖φ‖∞]� 5� ��� '����$>���������� ������
 ��� ������� A ��������	 �� ���
��
��� (χl)l∈N �� 	���� �� ��� ��� �� ���������� �������� �� X� C(X)� ��	��	 ���
��� ��� ���
� �� χl ◦ φ ��� �� �����-�
��� ��
�� �� x ��� ��� l � ����� ���� f ◦ φ
��� �� �����-�
��� ��
�� �� x ��� ��� f ∈ A� '���� A �� 	���� �� C(X)� ��� �	������
�������� �� ��� ������
 ��
�� �� � �������� �� ��������� �� A� �� ���� φ ��� ��
�����-�
��� ��
�� �� x�

���� %�� ����� �� ��
����� ������ �� ��� �� ���������� 	����
���	 �� ��� ��

��
���
�� �� ��� :�
���

C



������ ���� B��������� �����
��� ����� ������ ���� �� � ����
� �� �		����� ����
x �� � :�
� ����� ��� �� ����� ��� �� ��� ��������� φl� ���� x 
��� �� � :�
� �����
�� φ� �� ����

>� ��� ����� �� ����� ���� ������ ��� φl(x) = (x ∨ bl) ∧ cl� ���� (bl, cl) �� �
��
��� �� ���� ���������� �� �� ���� �� ����� ���� ��� ��
��� (φl) ��������� ������ ��
��	 ���� �� ��� �����	 ��� R \ ∪l(bl, cl) ��� �� �
��� ���������

>� ������ ���� ��
� ����� ����� �����BV ��������� ���� ��� �� ���	 ����������
��� ������ >� ��� ���� u ∈ L1(Ω,Rm) �� � BV �����	�	 ���������� ��������� ��	
� ���� u ∈ BV (Ω,Rm) �R1 ��� �� �
����	�� �� ��� 	������������� 	���������� Diu�
����

〈Diu;ψ〉 := −
∫

Ω

∂ψ

∂xi

u dx ψ ∈ C∞
c (Ω), i = 1, 2

��� ������������� �� ����� Rm$�����	 !�	�� 
������� �� Ω� >� 	����� �� |Du|(Ω)
��� ����� ��������� �� ��� R2m$�����	 
������ Du = (D1u,D2u)� >��� u ∈
W 1,1(Ω;Rm) � ���� Du = ∇uL2 ��	 ���������

|Du|(Ω) =

∫
Ω

|∇u| dx.

>� ������ ���� ��� :�
� ��� �� � BV �������� u �� ��������� H1$���������� ��	 ����∫
Ju

|u+ − u−| dH1 ≤ |Du|(Ω). �"���

/�������� H1$���� ��� �����-�
��� 	������������ ����� �� � :�
� ������ ����

H1(Su \ Ju) = 0. �"�"�

#� � ����������� ��	�� ���� ���	������ � ������� �� � �������� u ∈ BV (Ω,S1)
�� ������ � BV ���������

���	������ ���� ��� φ ∈ L∞(Ω) �� ���� ����

��� u := ei φ ∈ BV (Ω,S1)0

���� Uφ := div ei φ∧a ∈ M(Ω × R)�

���� φ ∈ BV (Ω) ���

|Dφ|(Ω) ≤ C [|Uφ|(Ω ×R) + |Du|(Ω)]

�
� �
�� �
������ C�

H



1�

�� 0�� φ0 ∈ BV (Ω) �� ����� �� 0�

� "�@ ����� ���������� ei φ0 = ei φ� %���
����� �-���� � ������ k ∈ L∞(Ω,Z) ���� ���� φ = φ0 + 2πk� %�� ���� �� �� ���
���� k ∈ BV (Ω,Z)�

�� �� ������ ����� φ0 ∈ BV (Ω)∩L∞� ���� div (ei a∧φ0) ∈ M(Ω×R)� %�������� �
��� 	�	��� ����∣∣∣∣

∫
Ω

∫
R

cos a
(
ei a∧φ − ei a∧φ0

) · ∇ψ da dx

∣∣∣∣ ≤ C‖ψ‖∞ �"�1�

��� ��� ψ ∈ C∞
c (Ω)� ��� C = |Uφ0|(Ω×R)+ |Uφ|(Ω×R)� #����� ���� |Uφ0 |(Ω×R)

��� �� ����
���	 ���� �1�?�� ��� |Dφ0|(Ω) ��	 ����� �� ����� ��� �� ����
���	 ���
|Du|(Ω)�

>� ������� ���� ei a∧φ = ei a∧(φ0+2πk) = ei (a−2πk)∧φ0 � ;�-��� x ∈ Ω ��	 ����
���
k(x) > 0 �� �- ��� �	���� � 	�	��� ���
 ��� ��
��� ����� ����

∫
R

cos a
(
ei a∧φ(x) − ei a∧φ0(x)

)
da =

∫ φ0(x)+2πk(x)

φ0(x)

cos a(ei a − ei φ0(x)) da

= ei φ0(x)

∫ 2πk(x)

0

cos(b+ φ0(x))
(
ei b − 1

)
db

= ei φ0(x) (πk(x) cosφ0(x) − iπk(x) sinφ0(x))

= πk(x)

(
1
0

)
.

B�
������ ���� ���� ��� �"�1� � ���� �����	 ����∣∣∣∣
∫

Ω

k
∂ψ

∂x1

∣∣∣∣ ≤ C ‖ψ‖∞ ∀ψ ∈ C∞
c (Ω).

%��� ���� ���� D1k �� � ����� !�	�� 
������ �� Ω� ) ��
���� ����
��� ����������
cos a �� sin a �� �"�1�� ���� ��� D2k�

�� ��� ����� ����� � ���	 ��� �������� ��

�� ���� ������� ��� �-������� ��
� BV ��������

����� ��� �BV �������� ��� u ∈ BV (Ω,R2) ���� ���� |u| = 1 ���
�� �!��������
�� Ω� ���� ����� �/���� φ0 ∈ BV (Ω, [−2π, 2π]) !�������	

��� u = ei φ0 ���� �� Ω0

���� |Dφ0|(Ω) ≤ C0|Du|(Ω)� ����� C0 �� �� ���
���� �
�������

I



1�

�� 0�� ξ0 �� � �
���� �������� ���
 R2 ���� [−π
2
,+π

2
] ���� ���� ��� ��� z =

(x1, x2) �� S1 ��������� x1 ≥ 0� ξ0(z) �� ��� ����� �� [−π
2
, π

2
] ���� ���� ei ξ0(z) = z�

'�
������ � �����	��� ξπ �� �� � �
���� 
�� ���
 R2 ���� [0, 2π] ���� ���� ��� ���
z = (x1, x2) ∈ S1 ��������� x1 ≤ 3

4
� ξπ(z) �� ��� ����� �� [0, 2π] ���� ���� ei ξπ(z) = z�

'���� u = (u1, u2) �� �� BV (Ω,R2)� �� ��� 
��� ����� ������
 ��	 ��� ������
���
��� �� BV � 
�� ��	 α ∈ [1

4
, 1

2
] ���� ����

|Dχ{x: u1(x)≥α}|(Ω) ≤ 4|Du1|(Ω),

���� E = {x ∈ Ω : u1(x) ≥ α} �� � ����� ����
���� ���� 5� ������ �� ��� 8������9�
����� ���� ���� ��� �������� &);+(� %�����
 1�I2�� � ���� ���� ���� ξ0 ◦ u ��	
ξπ ◦ u ��� �� L∞ ∩BV (Ω) ��	 ����� ����� ���������� ��� �� ����
���	 ��� |Du|(Ω)�
F���� �� ��� 	���
���������� ������
 �&);+(� %�����
 1�H@�� � ���� ����

φ0 := χE ξ0 ◦ u+ χΩ\E ξπ ◦ u
�� �� BV (Ω) ��	

|Dφ0|(Ω) ≤ [‖ξ0‖∞ + ‖ξ1‖∞] |DχE|(Ω) + |D(ξ0 ◦ u)|(Ω) + |D(ξ1 ◦ u)|(Ω).

5� ������������ � ���� ei φ = u ���� �� Ω ��	 φ �� � �������� �� ��� ������
�

� ��� ���� Mdiv(Ω)

�� ���� ������� � �����	��� ��� 
��� ��:��� �� ���	� �� ��� ������� ������

�������� ���� >� 	����� �� Mdiv(Ω) ��� ����� �� ��$	�
�������� ������ ���	�
u �� L1(Ω,S1) ����������

�+�� div u = 0 �� D′(Ω)J

�+"� ����� �-���� � ������� φ ∈ L∞(Ω)� ���� � 
�� φ ���������� u = ei φ� ���� ���� ���
	����������� Uφ �� D′(Ω ×R) 	����	 ��

〈Uφ;ψ(x, a)〉 := −
∫

R

∫
Ω

ei φ(x)∧a · ∇xψ(x, a) dxda

�� � ����� !�	�� 
������ �� Ω × R�

;�� a ∈ R � ��� T au := eiφ∧a ∈ L1(Ω,S1) ����� �� � ������ ����� �� ���������
����� T au 	����	� �� ��� ������� ��	 ��� ���� �� u� ��� �� �� :������	 �� ��� ����
���� �� ��� �������� ��� ������� �� u ��� �� ���� �-�	�� �� ����

〈Uφ;ψ〉 :=

∫
R

〈div T au;ψ(·, a)〉 da. ∀ψ ∈ C∞
c (Ω × R).

�.



#����� ����� ����� φ ∈ L∞(Ω)� ���� �+�� �
����� ���� div T au = 0 ��� ��� a ∈ R
���� ���� |a| > ‖φ‖∞� ;������� � 	����� �� µφ ��� ���:������ �� |Uφ| �� ��� ����
��������� ����

µφ(B) := |Uφ|(B × R) ��� ��� B ⊂ Ω 5�����

�� ��� �������� ������
 � ����� ��
� ����� ���������� �� ��� ��������	 ������
���	� T au ��	 � ������ �������������� ���
��� ��� Uφ�

������� ���� ��� u ∈ Mdiv(Ω)� ����� ��� �
��
���	 ��
������� �
��%

��� ��� ��� a �→ div T au �������� ��� ��������2 �
�����
�∣∣〈div T au;ψ〉 − 〈div T bu;ψ〉∣∣ ≤ Ln(Ω)‖∇ψ‖∞|b− a| ∀ψ ∈ C∞
c (Ω). �1���

���� µφ(B) =
∫
R
|div T au|(B) da �
� ��� &
��� ��� B ⊂ Ω� �� ���������� div T au ��

� ����� 3��
� ������� �� Ω �
� ���� a ∈ R�

�����  
� ���� a ∈ R �� ��!�

1

2δ

∫ a+δ

a−δ

div T bu db −→
δ→0+

div T au �� M′(Ω).

1�

�� ��� ;����� �� ��� ���
������ ���������� |T au− T bu| ≤ |b− a|�
���� ;�� ��� ψ(x, a) = f(x)g(a)� ��� f ∈ C∞

c (Ω) ��	 g ∈ C∞
c (R) � ����

〈Uφ;ψ(x, a)〉 = −
∫

R

g(a)

∫
Ω

T au · ∇f(x) dxda.

5� �����-�
������ ��� ��
� �	������ ���	� �� g �� � ����	�	 5���� �������� ���
��
���� �������� #�� �������� �� ���� ��� A ⊂ Ω ��	 f ∈ C∞

c (A) ��� ‖f‖∞ ≤ 1
��	 g = χ(a,a+δ) � ���

|Uφ| (A× (a, a+ δ]) ≥ −
∫ a+δ

a

∫
Ω

T bu · ∇f(x) dxdb,

�� ����
d

da
|Uφ| (A× (−∞, a]) ≥ −

∫
Ω

T au · ∇f(x) dx ∀a ∈ R.

5���� f ���������� ���� ����� ���� div T au �� � ����� !�	�� 
������ �� A ��	

d

da
|Uφ| (A× (−∞, a]) ≥ |div T au|(A)

��



��� ���� a ∈ R� 5� ����������� �� ������ ����

|Uφ|(A× R) ≥
∫

R

|div T au|(A) da �1�"�

��� ��� ���� ��� A ⊂ Ω� 4� ��� ����� ���	� ��� ����������

|Uφ|(Ω × R) ≤
∫

R

|div T au|(Ω) da. �1�1�

�� ���� �� ������ ����� ��� 	�������� �� Uφ� ;��
 �1�"� ��	 �1�1� � ������ ���
������	���� �� ��� 
������� µφ ��	

∫ |div T au| da�
%�� �������� ����� �� �� ���� ������������ �� ���� ��	 �� ��� 0�������* ����$

���� �1��� �� ��E��� �� ������ 0������� ������ �� ��� ���������� �������� a �→
|div T au|(Ω)�

%�� �������� �������� ��������� ��

� ��� �� ���	 �� ��� ��� �������� �����$
����� �� µφ ��� ������� �� H1�

����� ���� ��� K �� � �
����� ��� 
� Ω� ����� ����� �/���� � ��4����� (ψn) ⊂
C∞

c (Ω, [0, 1]) ���� ����%

��� ψn = 1 
� K ��� ��� ψn → K �� n→ ∞0

���� lim sup
n→+∞

∫
Ω

|∇ψn| dx ≤ πH1(K)�

1�

�� 0�� L = H1(K)� 5� ��� 	�������� �� <���	��= 
������� ��� ��� n ≥ 1 �
��� ��	 � ����� ��
��� �� ����� Bi = B(xi, ri) ���� ����� ������ K ��	 ���� ����
ri < 1/n ��	

∑
i 2ri < L + 1/n� 5� ��� ����		������� �� ����
����� ��� ���� ���

An := ∪iBi ��� ����
���� ���� ���� πL + π/n� %���� � ��� ψn = χAn ∗ ρεn� ����
εn < 1/n �� ������ �� �
��� ���� ����� ψn = 1 �� K ��� ��E��� ���� εn < dist(K, ∂An)�
��	 ��� ������� �� ψn �� ��
����� '���� ��� ����� ��������� 	��� ��� �������� ��	��
����������� ���� ��� �������� +���������� 1�"��� �� &);+(� � ����∫

Ω

|∇ψn| dx = |Dψn|(Ω) ≤ |DχAn|(Ω) ≤ πL+
π

n

��	 ��������� ψn ��� ��� ��� �����	 �����������

������� ��� �� ����� !������"�� ��� ������� µφ �� ���
������ �
�����
��
���� ������� �
 H1� ���� µ(B) = 0 �����!�� B �� � &
��� H1���	��	���� ����

�"



1�

�� 5� ��� ����� ���������� �� µφ �� ��E��� �� ��� ���� ����� �-���� C > 0 ����
����� ��� ��� ��
���� ���� K ⊂ Ω� µφ(K) ≤ CH1(K)� >� ��� ����� ����� ��� ���
a ∈ R ���� ���� div T au �� � !�	�� 
������ �� Ω� ��� ���������� |div T au|(K) ≤
2πH1(K) ���	� ��� ��� ��
���� ��� K ⊂ Ω� %���� ����� div T au = 0 �� ���� ��
|a| > ‖φ‖∞� �� %�����
 1�"����� � ������

µφ(K) =

∫
R

|div T au|(K) da ≤ 2π‖φ‖∞H1(K).

0�� a ∈ R �� ���� ���� ν := div T au �� � ����� !�	�� 
������ �� Ω� 5�
��� <��� 	���
�������� ������
� ����� �-���� �� 	��:���� 5���� ���� A+� A− ����
����� �� ν+ ��	 ν− 	����� ������������ ��� �������� ��	 �������� ����� �� ν� ����
ν± = ±ν A±� '���� |ν| = ν+ + ν−� �� ��E��� �� ����� ���� ν+(K) ≤ πH1(K) ���
��� K ⊂ A+ ��
���� ��	 ν−(K) ≤ πH1(K) ��� ��� K ⊂ A− ��
�����

0�� K ⊂ A+ �� ��
���� ��	 ��� (ψn) ⊂ C∞
c (Ω, [0, 1]) �� ����� �� 0�

� 1�1�

>� ����

ν+(K) = ν(K) ≤ lim
n→∞

∫
Ω

ψn dν = − lim
n→∞

∫
Ω

T au · ∇ψn dx

≤ lim sup
n→∞

∫
Ω

|∇ψn| dx ≤ πH1(K).

) ��
���� ����
��� ���� ��� ��
���� ���� K ⊂ A−�

�� ��� ���� ��� φ ∈ BVloc(Ω) ��� ��� ��� 8������9� ����� ���� �� BV �� ������
�� �-������ ���
��� ��� div T au� ��� &!'"( �� ����� ��� ����

div T au = χ(a, φ+, φ−)(ei a − ei φ−∧φ+

) · νφ H1 Jφ, �1�@�

����

χ(a, φ+, φ−) :=

⎧⎨
⎩

1 �� φ− < a < φ+

−1 �� φ+ < a < φ−

0 �����

/�������� ��� 	��������� ���� ���	����� ����� ei φ+ · νφ = ei φ− · νφ �� ��� ����� �� Jφ�
�� ����������� �������� νφ �� ���� � �� ���� φ+ > φ−� ;����� ������
 ��	 �"���
����

|Uφ|(Ω × R) =

∫
R

|div T au|(Ω) da =

∫
R

∫
Jφ

χ{φ−≤a≤φ+}|ei a − ei φ−| dH1da

≤
∫

Jφ

|φ+ − φ−|(2 ∧ 1

2
|φ+ − φ−|) dH1 ≤ 2|Dφ|(Ω). �1�?�

%�� �������� ��

� �����	�� �� �������� �������������� �� ��� 	���������� ��$
��
��� ������������� �� ��� 
������ ��	 �-������� �� :�
���

�1



����� ��#� ��� u ∈ L∞(R2,R2) ��� ��� K ⊂ R2 �� �
������� H1������������ ��
div u �� � 3��
� ������� �� R2 ��� H1(K ∩ Su \ Ju) = 0� ����

div u K = (u+ − u−) · νH1 K ∩ Ju.

1�

�� )������ �� �� %�����
 1�@ ��	 ����� 0�

� 1�1 ��� ��� ������ ��� ����
div u << H1� ����� div u K �� ������������� �� θH1 K ��� ��
� 	������ ��������
θ� %�� �������� θ ��� �� ����������*�	 �� � ���$�� ����
���� ����� ��� ���� ����
K ����
�� � ���� ����� ��� ������������� �� K ����� � ����� ����� ���$�� ��	 u
����
�� � :�
� �������� �� � �������� �������� �� H1$���� ���$�� ����� �� K�

%�� �������� ��
�������� ������ ��� ���� �����	 �� &0�( �	������ ��� ����������
����
��� �� &!'"(�

������� ��$ �%��	�!������  
� ��� �
������ M ≥ 0 ��� ���

{φ ∈ L∞(Ω) : ‖φ‖∞ + |Uφ|(Ω ×R) ≤M}

�� �
����� �� L1(Ω) ���� ������� �
 ��� ���
�	 �
�
�
	��

� ���� �����	�� �� ������� �����	���

�� ���� ������� � ���	� ��
� ���������� �� ������� ��������� g ���� ���	����
�������� ��� ������� ��������� >� ������ ���� ��� �����	�=�������� ∂g(x) �� g �� x ��
��� �����	 �����- ��� 	����	 ��

∂g(x) :=
{
p ∈ R2 : g(y) ≤ g(x) + p · (y − x) ∀y ∈ R2

}
.

�� ������ �

�	������ ���
 ��� 	�������� ���� ��� ����� �� ∂g� ���� {(x, p) : p ∈ ∂g(x)}
�� � �����	 ������ �� R2 × R2� /�������� ��� 0�������* ����
����� �� g �����
∂g(x) ⊂ B1 ��� ��� x� ;������� ∂g(x) = {∇g(x)} �� ��� 	�=������������� ����� �� g�

;�� ��� ω ∈ S1 ��	 ��� x ∈ R2� ��� ���� ��	 ����� 	���������� 	��������� ����� ω
�� g �� x ��� 	����	 ��

∇±
ω g(x) := lim

r→0±

g(x+ rω) − g(x)

r
.

;�� ��� x ∈ J∇g � 	����� �� ��� �������� �� (∇g+,∇g−, νx) ��� ������ 	����	 ��
'������ "�

���	������ ���� ��� g : R2 → R �� �
���!� ��� ���������	 |∇g| = 1 ���� �� R2�
����� g �������� ��� �
��
���	 ��
�������%

�@



��� �� ∇g ��� �� ����
/����� ����� �� x� ���� g �� ��5���������� �� x� #
��
!���
������	 Dx := {x + t∇g(x) : t < 0}� �
� H1����� y ∈ Dx� ∇g ��� �� ����
/��
���� ����� �� y �4��� �
 ∇g(x)�

���� ��� J �� ��� ��� 
� ����
/����� ���� �
���� 
� ∇g ��� ��� x ∈ J �  
� ���
ω ∈ S1 ���� ���� ω · νx > 0� ��� ������� ����!���!�� ∇±

ω g(x) �/��� ���

∇−
ω g(x) = ω · ∇g−(x) ≥ ω · ∇g+(x) = ∇+

ω g(x). �@���

#
��
!��� ������	 D±
x := {x+ t∇g±(x) : t < 0}� �
� H1����� y ∈ D±

x � ∇g ���
�� ����
/����� ����� �4��� �
 ∇g±(x)�

�����  
� ��� α > 0� �� ����� ��� �
��
���	 ����

Jα := {x ∈ J : |∇g+(x) −∇g−(x)| ≥ α}
Σα := {x ∈ R2 : 	��
 (∂g(x)) ≥ α}.

����� Jα ⊂ Σα ��� Σα �� ��
����

1�

�� %�� ���� �� �����
���� ��� �� �����	 �� ��� ��
� �� ��	 � ����� ����
��� �����	� 5� ��� 	�������� �� J ����� �-��� νx ∈ S1 ��	 ∇g+(x), ∇g−(x) ∈ S1

���� ����

lim
r→0+

1

L2(B±
r (x))

∫
B±

r (x)

|∇g(y)−∇g±(x)|dy = 0. �@�"�

;�� r > 0� ��� �� 	����

gr(y) :=
g(x+ ry) − g(x)

r
, y ∈ B1.

%���� ∇gr(y) = ∇g(x+ ry)� 5� �@�"�� ∇gr �������� �� L1(B1) ��� r → 0+ �� ���
��������

G0(y) :=

{ ∇g+(x) �� y · νx > 0
∇g−(x) �� y · νx < 0.

5� '������ �
��		���� ���� �
����� ���� (gr) ������
�� ��������� �� B1 �� � �$
0�������* �������� g0 ���������� ∇g0 = G0� '���� gr(0) = 0 � ���� ���� g0(0) = 0
��	 ��������� g0 �� �������� 	����
���	 

g0(y) :=

{
y · ∇g+(x) �� y · νx ≥ 0
y · ∇g−(x) �� y · νx ≤ 0

5��� ��� ��� ω ∈ S1� � ����

∇+
ω g(x) = lim

r→0+

g(x+ rω) − g(x)

r
= lim

r→0+
gr(ω) = g0(ω)

�?



��	

∇−
ω g(x) = lim

r→0+

g(x− rω) − g(x)

−r = lim
r→0+

− gr(−ω) = −g0(−ω).

%��������� �� � ����
� ���� ω · νx > 0� ����

∇−
ω g(x) = ω · ∇g−(x) ��	 ∇+

ω g(x) = ω · ∇g+(x).

/�������� � ���� ∇−
ω g(x) ≥ ∇+

ω g(x) ����� ��� ����������� �� g �� Rω �� ��������
0�� �� �� ����� ��� �����	 ����� 0�� x ∈ J ��	 ��� y ∈ D−

x � '���� ��� �����������
�� g �� D−

x �� �������� � ����

∇−
∇g−(x)g(y) ≥ ∇+

∇g−(x)g(y) ≥ ∇−
∇g−(x)g(x) = ∇g−(x) · ∇g−(x) = 1.

'���� g �� �$0�������* � ������ ����

∇−
∇g−(x)g(y) = ∇+

∇g−(x)g(y) = 1. �@�1�

5� �"�"�� ��� H1$���� y ∈ R2 ������ ∇g ��� �� �����-�
��� ��
�� �� y� �� y �� ��
�����-�
��� :�
� ����� �� ∇g� �� y ∈ D−

x � y ���9� �� � :�
� ����� �� ∇g� ��	��	�
����
��� ���� y ∈ J ��	 �������� �@��� ��� ω = ∇g−(x)� � ����

∇−
∇g−(x)g(y) = ∇g−(y) · ∇g−(x) ≥ ∇g+(y) · ∇g−(x) = ∇+

∇g−(x)g(y).

5� �@�1�� ∇g−(y) · ∇g−(x) = ∇+g(y) · ∇g−(x) = 1� %���� ∇g−(y) = ∇g+(y) =
∇g−(x)� ���� ������	���� ��� ����
����� y ∈ J � %��������� ∇g ��� �� �����-�
���
��
�� ����� �� ∇g−(x) �� H1$���� y ∈ D−

x � %�� ��
� ����
��� ��� �� ���	 ��� D+
x

��	 ���� �� �����	�
����� ;����� ��� �� ��� ���� Jα ⊂ Σα� ��	��	� ����� g �� 	�=���������� ����� ��� ���
x ∈ Jα � ��� ��	 	�=������������� ������ x±h ���������� �� x ���� ���� ∇g(x±h )
�������� �� ∇g±� ����� ��� �����	��		 �� ��� ����� �� ∂g ����� ���� ∇g+(x) ��	
∇g−(x) ��� �� ∂g(x)� %���� 	��
∂g(x) ≥ α ��	 x ∈ Σα�

%�� �����	���� �� Σα �� �� �

�	���� ����������� �� � ��
�������� ����
���
����	 �� ��� �����	���� �� ��� ����� �� ∂g ��	 �� ��� ���� ���� ∂g(x) ⊂ B1 ��� ���
x�

� ����	���	�	�� �� � �	����	���� �������� 	� ���

����

�� ���� ������� � �����	�� � 
������ µ ∈ M+(Ω) ���������� ���������� ��� �������
�� H1� ���� ��������� �� ��� H1$���������� ���� >� 	����

Θ∗(µ, x) := lim inf
r→0+

µ(Br(x))

r
, Θ∗(µ, x) := lim sup

r→0+

µ(Br(x))

r
. �?���

�2



) ������� �������� �� ���� Θ∗(µ, x) �� ����� ��� H1$���� x ���� ��� �������� &);+(�
����� ��� �������� ���������� ����
����� ����� ���� Θ∗(µ, x) �� ����� ��� µ$���� x�
>� 	���� ����

Σ+
µ := {x ∈ Ω : Θ∗(µ, x) > 0} , Σ−

µ := {x ∈ Ω : Θ∗(µ, x) > 0} �?�"�

��	 ������ ���� Σ±
µ ��� 5���� ���� ��	 Σ−

µ ⊂ Σ+
µ � #����� ���� ���� Σ+

µ �� σ$�����
��� ������� �� H1� �� ��� ��� ����

Σα := {x ∈ Ω : Θ∗(µ, x) ≥ α} �?�1�

������� H1(Σα) ≤ 2µ(Ω)/α ���� &);+(� %�����
 "�?2�� %��������� �� ��� !�	��K
#���	L
 ������
� � ��� ���������

µ = µ Σ+
µ + µ (Ω \ Σ+

µ ) = fH1 Σ+
µ + µ (Ω \ Σ+

µ ) �?�@�

��� ��
� f ∈ L1(H1 Σ+
µ )� #����� ���� ��� ����	��� ���� µr := µ (Ω \ Σ+

µ ) ��
G����������G �� H1 �� ��� �������� ����� 

H1(B) < +∞ =⇒ µr(B) = 0.

%��� �� � ����������� �� ��� ���� ���� Θ∗(µr, x) �� 0 ��� µr$���� x�
%�� �������� 	�������� �� � ���������� ���� �� ��� ������� ��� ����� �� ��� ���$

	�
����� ����� &+�(�

�������� #�� ������� �	�!� � µ�� ����� x ∈ Ω ��	 r > 0� � 	���� ���
�������	 
������� µx,r ∈ M ((Ω − x)/r) ��

µx,r(B) :=
µ(x+ rB)

r

��� ��� 5���� ��� B ⊂ (Ω − x)/r� �� ����∫
φ(y) dµx,r(y) =

1

r

∫
φ(
y − x

r
) dµ(y) ∀φ ∈ Cc ((Ω − x)/r) .

>� 	����� �� Tan(µ, x) ��� ���������� �� ��� ��
�� ������ �� r → 0+ �� µx,r� �� ���
	������ ��� Cc(R

2)�

#����� ���� ��� 	�������� ����� 
���� ����� ������� ��� ���� (Ω − x)/r ����	�
R2 �� r → 0+� /�������� ��

µx,r(BR) =
µ(BRr(x))

r
≤ 1 +RΘ∗(µ, x) ∀R > 0

��� r ��E������� �
��� �	����	��� �� R�� � ��
��� 	������� ����
��� ���� ����
Tan(µ, x) �� ��� �
��� ������� Θ∗(µ, x) �� ����� ���	 ���� µ$������

�C



������� #�� ������&� �		�� '����" ��	���� 	����&� ��(�� '����"�� -�����
���� �
� �
�� x ∈ Σ+

µ ��� �
��
���	 ��
������� �
��

��� ��� ������� ������
� f(r) := µ(Br(x))/r �� �
�����
�� �� (0, δ) �
� �
�� δ ∈
(0, dist(x, ∂Ω))0

���� Θ∗(µ, x) �� �����0

����� ����� �/���� cx > 0 ���� ���� ��� �
�2��
 ������� ν ∈ Tan(µ, x) �� ������
�������� �� cH1 L� ����� c ≥ cx ��� L �� ������ � ���� 
� � ���6��� ��
�
����������� ������	 ���
�	� ��� 
��	����

���� x ∈ Σ−
µ �

1�

�� >� �����	��� ���� ��
� ��������� ����� � ���� �� � ���� ���� L ������������
��� ���� ���� B1� � 	����� �� L̂ ��� ���� ���������� �� ��	 �� ξ ��� 	�������� ���
L = L̂ ��� ����������� 	��� ��� 
������� >� 	����� �� hL ∈ [0, 1) ��� 	������� �� L̂
���
 ��� ������� ;������ � 	���� dL ∈ [−1, 1] �� ����

y ∈ L ∩ B1 ⇐⇒ y ∈ L̂ ∩B1 ��	 y · ξ > −dL.

)� ���
������ ���
����� ����
��� ���� ����� �� dL ≥ 0 ��	 H1(L ∩ B1) ≤ 1/2�
���� hL ≥ √

3/2�
>� ����
� �� ������	������ ���� x /∈ Σ−

µ � ���� Θ∗(µ, x) = 0� <���������� � �- �
�������� ��
��� q < min{cx/2,Θ∗(µ, x)} ��	 ��	 � 	��������� �������� (Ri) ���
f(Ri) < q/4 ��	 ���� ri < Ri ���� ���� f(ri) = q ��	 f(t) < q ��� t ∈ (ri, Ri] �ri ��
��� ���� r ���� Ri �� ���� f ���� q�� #����� ���� ����������� Ri/ri ≥ 4�

+������� �-�������� � ������������ �� ����
������ ����� ����� � ��� ����
� ����
��� �������	 
������� µi = µx,ri

����� ��������� �� ��� 	������ ��� Cc(R
2)� �� �

!�	�� 
������ ν = cH1 L� ���� L �� ������ � ���� �� � ���D��� ��	 c ≥ cx�
)� µi(B1) = q � ������ ���� ν(B1) = ν(B1) ≥ q� 4� ��� ����� ���	� ��

µi(Br) ≤ qr ��� ��� r ∈ (1, 4) � ������

ν(B1) = q ��	 ν(Br) ≤ qr ∀r ∈ (1, 4).

�� ���������� ��� ����� 	��������� �� g(r) := ν(Br)/r �� r = 1 �� ������������
4� ��� ����� ���	� � ����

ν(Br) = c

(
dL +

√
r2 − h2

L

)
∀r ≥ 1,

�� ����

d

dr+
g(r)

∣∣∣∣
r=1

= c
d

dr+

dL +
√
r2 − h2

L

r

∣∣∣∣
r=1

= c
h2

L − dL

√
1 − h2

L√
1 − h2

L

.

�H



%��� 	��������� �� �������� �������� �� dL < 0� �� dL ≥ 0 � ������ ����

H1(L ∩ B1) =
q

c
≤ q

cx
<

1

2
,

����� hL ≥ √
3/2 ��	 h2

L >
√

1 − h2
L� %�������� ��� 	��������� ����� �� ��������

�������� �� ��� ����� %��� ������	������ ������ ��� ������
�

%�� �������� ������������� ������ �� ���� �� ��� �������� �� ��� ���:���� ��� �
�����	� � ����� ��� ����������� �� ��� ���	���

������� #�� ���!��� ���" !��������� -����� ���� �
� µ����� x ∈ Σ−
µ �����

�/���� � ���� !���
� ξ = ξ(x) ���� ���� ��� ������� ν ∈ Tan(µ, x) �� �
����������

� � ���� �������� �
 ξ� ���� Σ−

µ �� �
������� H1������������

1�

�� ;�� n ≥ 1� ��� Sn �� 	����	 ��

Sn :=

{
x ∈ Ω : Θ∗(µ, x) ≥ 1

n

}

)� H1 Sn ≤ 2nµ �� ������ ���� H1(Sn) < +∞� ��������� �� ��� 	���
��������
������
 ���� B�������� "��. �� &;(� � ��� ���� Sn = Sr

n ∪ Su
n � ���� Sr

n ∩ Su
n = ∅�

Sr
n �� ��������� H1$���������� ��	 Su

n �� ������ ������������� ���� ��� ������������
��� ��� ���������� ����� �� H1$����������� 0�� �� ��� ���� H1(Su

n) = 0� %���� Σ−
µ

��� �� ��������	 �� � ��������� ����� �� ���������� ������ ��	 %�����
 ?�1 ��� ��
�����	�

0�� �� 	����� ��� ��� 	�������� ω ∈ S1� ��� ��� ����� θ ∈ (0, π
2
)� x ∈ R2 ��	

r > 0� Sr(x, ω, θ) �� ��� ������������ �� Br(x) ��� ��� ����{
y ∈ R2 \ {x} : | cos ̂(y − x, ω)| > | cos θ|

}
.

������ x+ Rν �� �-��� '���� Su
n �� ������ ������������� �� %�����
 1�"I �� &;(� ���

H1$���� x ∈ Su
n � ����

lim sup
r→0+

H1(Su
n ∩ Sr(x, ω, θ))

r
≥ 1

6
sin θ ∀ω ∈ S1, ∀θ ∈ (0,

π

2
).

�� ����������� �-��� θ� � ����

lim sup
r→0+

µ
(
Sr(x, ξ

⊥(x), θ)
)

r
≥ 1

12n
sin θ ��� H1$���� x ∈ Su

n �

�I



)���
��� �� ������	������ ���� H1(Su
n) > 0� ������ x ∈ Su

n ���� ��� ����� 	������
�������� ���	� ��	 � �������� ri ↓ 0 ���� ���� µx,ri

→ ν ������� ����� �� R2 ��	

lim
i→∞

µ
(
Sri

(x, ξ⊥(x), θ)
)

ri
≥ 1

12n
sin θ. �?�?�

5� ����
����� � ��� ���� ν �� �����������	 �� � ���� L �������� �� ξ� ��	 �?�?�
�����

ν
(
S1(0, ξ

⊥(x), θ)
) ≥ 1

12n
sin θ > 0.

>� ��� ������ � ������	������ �� ������ ���� ��� ���� L ������ ������� ��� �������
�� ���� ����� �� c > 0 ���� ���� ν(Bc) = 0� �� ���� µ(Bcri

(x))/ri �� ���������
�� ��
i→ ∞� %��� �� ��� �������� ������� x ∈ Σ−

µ �

! �����	����	�� �� ���" �� ��� ����	���	�	��

�� ���� ������� � �����*� ��� ���
������ ��������� �� ���	 �������� φ �� ������ ���	�
u ∈ Mdiv(Ω)� �� +���������� 2�� ��	 %�����
 2�" � ��� ���� ����������� � ���$
�� ���	���� � ������� φ∞ ��� ������� ��������� ���� ������ �����-�
����� ����������
�� :�
���� �� � ���� �� �� � ���D���� /�������� ����� �� � ���� ��
��� �� �����������
���� ����� φ∞ ���� � BVloc ������ ���	�

%���� �� %�����
 2�1 � ����� ������������� �� ��� 1$	�
�������� ���� �� µφ ��
������ ���� ��� ���
�� �� ��� :�
� �� ��	����	��� �� ��� �������� �� ��	�� ������
��� ��� ���$��� ��	 � ���� ����	 �� ��� �	�� �� ��� :�
� �� φ∞� %�� ���� �����$

����� ��
�� �������� � 0������� ����� ��� ��� 	������ �������� �H ����������*�	
�� ∫

R

ei adiv T au da = �Hµφ.

%�� �����	 �����
����� ��
�� �������� 0������� ����� ��� ��� 	������ ��������� �Hk

����������*�	 �� ∫
R

ei kadiv T au da = �Hkµφ, k ∈ (1, 2) ∩ Q.

%��� ������ �� ��� ����� �� ����� 	�������� ����� � ������ ��� :�
� ��� �� �����������
�
��� ��	 �� ��������� �������� �� ��� ���� ����	 ��� �� �-�����	� ������ �� ���
������ �� 
���
�� ��������� ) �������*����� �����	 k = 1 ���� ���� �
��� :�
��
��� �������� 	����
���	 �� ��� ������� �Hk�

���	������ $��� ��� u ∈ Mdiv(Ω) ��� ��� φ ∈ L∞(Ω) �� � ������	 ���������	 �1��
�� *������
� 7��  
� µφ����
�� �!��� x0 ∈ Ω� ��
� ��� ��4����� rn → 0+ 
�� ���

".



�/����� � �����4����� ri ���� ���� ��� ������
�� φri
(x) := φ(x0 + rix) �
�!��	� �


φ∞ �� L1
loc(R

2)�
#
��
!�� ������	 u∞ := ei φ∞� ��� �
��
���	 ��
������� �
��%

��� ����� �/��� � �
���	���!� 3��
� ������� ν 
� R2 ��� � ��������2 ��� h :
R → R ���� ����

div T au∞ = h(a)ν ∀a ∈ R.

���� ����� �/���� � ����� 
� �
������� ������ 
� 
��� ��	����� ��
������ ���
������
Il = (bl, cl) ���� ����

��� R \ ∪lIl ��� �� ����� ������
�0

��� �
� ��� l� div T cl
bl
u∞ = 00

��� �
� ��� l� ������ div T a
bl
u∞ �� � �
���	���!� ������� �
� ��� a ∈ Il 
�

div T a
bl
u∞ �� � �
���
����!� ������� �
� ��� a ∈ Il�

1�

�� 5� %�����
 1�@ � ��� ���� µφ �� ���������� ���������� ��� ������� �� H1�
����� ���� '������ ?� ��� ����� 	������ Θ∗(µφ, x) �� ����� ��� µφ$���� x� <����������
� ������ x0 ��� ���� ��������� '���� µφr(BR) = µφ(BRr(x0))/r �� ��������	�	
��� ������� �� r ��� ��� �-�	 R� ��� ��
�������� %�����
 1�2 ��	 � 	�������
����
��� ������ ��� ���� ���� �� ��� �����
���� >� ��� ���� ����
� ���� ���
�������	 
������� (µφ)x0,ri

�� �� ,�������� ?�� ����� ��������� �� ��� 	������ ���
Cc(R

2)� �� ��
� !�	�� 
������ ν�
�� ��	�� �� ������ ��� �������� �����	 �� ��� � �
���� �		������� ���� ��������

���	������ �� x0� 5� %�����
 1�"���� � ���� ����� ��� ��� g ∈ Cc(R)� ��� !�	��

������

∫
R
g(a)div T au da �� ���������� ���������� ��� ������� �� µφ� 0�� D �� �

��������� ��� 	���� �� Cc(R) ��	 ���

νg :=

∫
R

g(a)div T au da ∀g ∈ D.

%���� �� ��� !�	��$#���	L
 ������
 ����� �-��� ��������� hg ∈ L1(Ω, µφ) ����
���� νg = hgµφ� 5� +���������� 1�"���� ����� � ������∫

Ω

(hg − hg′)ψ dx =

∫
R

(g(a) − g′(a))〈div T au;ψ〉 da ≤ sup |g − g′|
∫

Ω

|ψ| dµφ

��� ��� ψ ∈ C∞
c (Ω) ��	 ��� g, g′ ∈ Cc(R)� ����� ‖hg − hg′‖∞ ≤ sup |g − g′| ����

L∞ ���
 �� ��
����	 ����� µφ �� ��������� 
��������
0�� �� �����	�� ��� 5���� ��� Ω′ = Ω \∪g∈DShg �� �����-�
��� ���������� ������

�� ��� 
��� hg� ��� g ∈ D� 0�� B∞(Ω′) �� ��� ����� �� ����	�	 5���� ���������

"�



�� Ω′� ��	��	 ��� ��� ��� ���
� 5� ��� �������� ����
���� ��� 
�� R ����
���������� �� g ∈ D ��� ��������

Rg(x) := ap− lim
y→x

hg(y), x ∈ Ω′

�� 1$0�������* ������ D ��	 B∞(Ω′)� 5� � 	������ ����
��� R �-���	� �� � 1$
0�������* 
�� 	����	 �� ��� ���� �� Cc(R) ��	 ���� ����� x �� Ω′ �� �� �����-�
���
���������� ����� �� ��� ��������� hg� g ∈ Cc(R)� ��� �����-�
��� ��
�� Rg(x)�

>� �- x0 ∈ Ω′� !�������� νg �� �� ,�������� ?�� � ������

(νg)x0,r = hg(x0 + r·)(µφ)x0,r

��	 ��� �����-�
��� ���������� �� hg �� x0� �������� ��� ��� ���� ���� ��� �����
	������ �� ������ ������� ���� (νg)x0,ri

����� ��������� �� ��� 	������ ��� Cc(R
2)�

�� Rg(x0)ν� 4� ��� ����� ���	� ��� �	������

(νg)x0,ri
=

∫
R

g(a)div T auri
da

��	 ��� ����������� �� ��� ����� �� 	������������ �� div T auri
�� div T au∞ ����∫

R

g(a)〈div T au∞; ξ〉 da = Rg(x0)

∫
R2

ξdν ∀g ∈ Cc(R
2), ξ ∈ C∞

c (R2).

#� � �- ξ0 ∈ C∞
c (R2) ���� ����

∫
R2 ξ0 dν = 1 �����
��� ��� �� ���� �� ����������

���� ν(R2) > 0� ��	 ������ ���� ������������

|Rg(x0)| ≤ ‖∇ξ0‖∞
∫

R

|g(a)| da.

�� ����������� �� gk ����� �������� �� ��� ,���� 
��� �� a� ���� Rgk
(x0) �� ����	�	�

��	 ��� ��
�� ����� h ��������

〈div T au∞; ξ〉 = h

∫
R2

ξ dν ∀ξ ∈ C∞
c (R2).

%��� �
����� ���� h 	��� ��� 	����	 �� ��� �����-�
����� ��������� ��� ���� �� a�
%�� 0�������* �������� �� h ������ 	������� �� +���������� 1�"���� ����� ξ0 �� ����
���������

0�� �� �� ����� ���� ��� �
����� ����� ����
��� ��� �� ���� �� ���������� ���� ν ��
� ���*��� 
������� %��� �� ��E��� �� ���� �� ��������� ��� ��������	 ��
������� ��
{h �= 0} ��	 ��� ��������	 ��
������� �� ��� �������� �� {h = 0}� 5� ������������
��� ��
���
��� �� ��� ����� �� ����� ��������� ��� �� �
��� ���������

""



������� $��� ��� u ∈ Mdiv(Ω) ��� ��� φ ∈ L∞(Ω) �� � ������	 ���������	 �1�� ��
*������
� 7��  
� µφ����
�� �!��� x0 ∈ Ω� ��
� ��� ��4����� rn → 0+ 
�� ���
�/����� � �����4����� ri ���� ���� ��� ������
�� φri

(x) := φ(x0 + rix) �
�!��	� �

�� L1

loc(R
2) �
 φ∞� #
��
!�� ��� ���� ��� Jφ∞ 
� φ∞ �
�������� �� �
 H1���	��	����

����� ������ ���� ��� ����� ���� 
� ���� � ���� 
� ���� � ���6��� K� �
� �����������
������	 ���
�	� ��� 
��	���

�� K �� � ���� ��� ωK ∈ S1� A ∈ R2 ��� ���� ���� K = A+Rω⊥
K ����  �	��� ��

���� φ∞ �� �
������ �� ��� ���������� Γ± ������ ��

Γ+ :=
{
y ∈ R2 : (y − A) · ωK > 0

}
, Γ− :=

{
y ∈ R2 : (y −A) · ωK < 0,

}
.

�2���

�� K �� � ���6��� ��� ωK ∈ S1� A ∈ R2 ��� ���� ���� K = {A + tω⊥
K : t > 0}

����  �	��� �� ���� ��� ����
/����� ������ φ+
∞ ��� φ−

∞ ��� �
������ H1 ���� 
� K�
#
��
!��� φ∞ �� �4��� �
 φ±

∞ ���� �� Γ±
A � �����

Γ±
A := Γ± ∩ {y ∈ R2 :

y − A

|y − A| · ω
⊥
K ≥ −u±l · ωK)

}
.

1�

�� 3������ ��� �������� �� +���������� 2��� �� ��� �������� � 	����� �� L0 ���
��� �� ��� l ���� ���� Il �� ��� � ��������	 ��
������ �� ��� �������� �� {h = 0}� %����
�� l /∈ L0� div T au∞ = 0 ��� ��� a ∈ Il� �� l ∈ L0� ������ div T au∞ �� ����������� ��	
���*��� ��� ��� a ∈ Il �� div T au∞ �� ����������� ��	 ���*��� ��� ��� a ∈ Il�

0�� �� ��� ul := ei (φ∞∨bl)∧cl � %��� ul �� 	��������� ����� ������� div T blu∞ =
div T clu∞ = 0 ��	

ei (φ∞∨bl)∧cl + ei φ∞∧bl = ei bl + ei φ∞∧cl.

'����

ei (φ∞∨bl)∧a + ei φ∞∧bl = ei bl + ei φ∞∧a, �2�"�

� ������ ���� div T aul = div T au∞ ��� a ∈ Il� ���������

div T aul =

{
h(a)ν �� a ∈ Il

0 �����
�2�1�

�� ���������� ul ∈ Mdiv(Ω)� /�������� ������ div T aul �� ����������� ��� ��� a ∈ R
�� div T aul �� ���$�������� ��� ��� a ∈ R� �� � ��� �� ��� ���� ���������� ��
%�����
 ��� �� &)0!(� ��� �������� gl ∈ W 1,∞(R2) ���� ���� ul = −∇⊥gl �� �
��������� �������� �� ��� ������� �������� |∇g|2 − 1 = 0 �� R2� %��������� gl ��
������� ��	 ul ∈ BVloc(R

2) ���� &),(�� �� � ��� �� ��� �����	 ���������� ��� ���
�������� gl ∈ W 1,∞(R2) ���� ���� ul = ∇⊥gl � ���� ��� ��
� �����
���� �� ����
������ �� �������� +���������� "�1� � ������ ���� φl ∈ BVloc(R

2)�

"1



�� ��	�� �� ���	� ��� :�
� ��� �� φ∞ � ���� ���	� ��� ��������� �� ��� ���������
φl� �� l /∈ L0� �� ��� �������� 	��������� � ������ ���� ��� �������� gl ����������
ul = −∇⊥gl �� �E�� ������ ������� ��	 �����-� ��	 ��������� ul �� ��������� )�
Uφl

= 0� ���
 +���������� "�1 � ������ ���� φl �� �������� �� ����
�� ��� �������� � �����	�� l ∈ L0 ��	� �� �- ��� �	��� ������ ��� ����
���

�� ��
���� ��� ���� ������� � ����
� ���� div T aul �� � ���*��� ��	 �����������

������ ��� ��� a ∈ Il�

>� 	����� �� Jl ��� ��� �� �����-�
��� :�
� ������ �� φl� �� ωl � ���� ���
��
�� Jl ��	 �� φ+

l , φ
−
l ��� ���������	��� �����-�
��� ��
��� �� φl �� ���� ��	� �� Jl�

'���� div ul = 0� ���� ωl · ei φ+
l = ωl · ei φ−

l �� Jl� %���� ωl = ±e i
2
(φ+

l +φ−
l ) ��	 �

������ ωl = e
i
2
(φ+

l +φ−
l )� %���� ��� �-������ ���
��� �1�@� ����� �� '������ 1 �����

div T aul = χ(a, φ+
l , φ

−
l )(ei a − ei φ−

l ) · ωl H1 Jl,

����

χ(a, φ+
l , φ

−
l ) :=

⎧⎨
⎩

1 �� φ−
l < a < φ+

l

−1 �� φ+
l < a < φ−

l

0 �����

5��� div T aul �� ����������� ��� ��� a ∈ R� %���� |φ+
l − φ−

l | < 2π� ������ ���������

����� ���	 �-��� a ∈ R ���� ���� χ(a, φ+
l , φ

−
l )(ei a−ei φ−

l ) ·ωl < 0� �� ���������� Jl ��

���� ��� ��� �� �����-�
��� :�
� ������ �� ul� �� φ−
l > φ+

l � ���� (ei a − ei φ−
l ) · ωl ≥ 0

��� ��� a ∈ [φ+
l , φ

−
l ]� %��������� � 
��� ���� φ+

l > φ−
l ��	 |φ+

l − φ−
l | < 2π H1$����

�� Jl ��	

div T aul = χ(φ−
l ,φ+

l )(a)(e
i a − ei φ−

l ) · ωl H1 Jl. �2�@�

%���� �� φ+
l = cl ��	 φ−

l = bl H1$���� �� Jl�
;���� �� ���� � ������ ���� cl ≥ φ+

l > φ−
l ≥ bl H1$���� �� Jl� )���
��� ��

������	������ ���� {φ+
l < cl} ��� �������� H1$
������� � ��� ��	 ε > 0 ����

���� {φ+
l < cl} ∩ {φ+

ε − φ−
l > ε} ��� �������� H1$
������� ��	 ���� �� ��������

(β, β ′) ⊂ (bl, cl) ��� ������ ���� ���� ε/2 ���� ����

E := {φ+
l ∈ (β, β ′)} ∩ {φ+

l − φ−
l > ε}

��� �������� H1$
������� ;��
 �2�@� � ����� ���� div T aul E = 0 ��� a ∈ (β ′, cl)�
���� div T aul(E) > 0 ��� a ∈ (β − ε/2, β)� '���� h > 0 �� (bl, cl)� ���� ������	����
�2�1�� %�� ����
��� ��� φ−

l �� ��
�����

%���� �� ;�� ��� ������ �� l, m ∈ L0 � ���� H1(Jl \ Jm) = 0�
'������ ���� ����� �-��� l, m ∈ L0 ��	 A ⊂ Jl \ Jm ���� ���� H1(A) > 0� '����

"@



A∩Jm = ∅� �2�@� ����	� div T aum A = 0 ��� ��� a ∈ R ��	 �2�1� ����	� h(a)ν(A) =

0� �� ���� ν(A) = 0� 4� ��� ����� ���	� ��� �������� χ(φ−
l ,φ+

l )(a)(e
i a − ei φ−

l ) · ωl ��

�������� H1$���� �� Jl �� B���
 �� /�������� ���� �������� �� ��� 0 ��� ��� a ∈ Il�
'���� ν(A) = 0� ���� |div T aul|(A) = 0 ��	 ��������� H1(Jl ∩A) = 0� '���� A ⊂ Jl�
���� H1(A) = 0 ���� ������	���� ��� ���������� ��	 ������ ��� ����
�

%���� �� ;�� ��� l ∈ L0� Jl �� ��������	 �� ��� �����
0�� �� ������ ���� ��� ���
�� ���� ������ ωl �� Jl �� ����� �� e

i
2
(φ+

l +φ−
l ) ��	 �� ��������

H1$���� �� Jl� 0�� �� ����
� ���� ����� �-��� x1, x2 ∈ Jl ���� ���� (x2 −x1) ·ωl �= 0
��	 ����
� ��� �� � ���
������� �� x1 ��	 x2� ���� ��� ������ ���	��� �� ���������
>� ��� ω := x2−x1

|x2−x1| � �� ���� ω · ωl > 0� '���� ��� ����������� �� gl �� ��� ���� Rω ��
�������� � 
��� ����

∇+
ω gl(x1) ≥ ∇−

ω gl(x2).

5� +���������� @�� � ���

∇+
ω gl(x1) = ω · ∇g+

l (x1) = ω · (eiφ+
l )⊥

��	
∇−

ω gl(x2) = ω · ∇g−l (x2) = ω · (eiφ−
l )⊥,

�� ���� ω · (eiφ+
l )⊥ ≥ ω · (eiφ+

l )⊥� 4� ��� ����� ���	� ����� ω · ωl > 0 ��	 φ+
l > φ−

l �

���� ω · (eiφ+
l )⊥ < ω · (eiφ−

l )⊥� � ������	������ ����� ���������� ��� �� ������ ������	
�� � ���
� ���� φ+

l + φ−
l = 0� �� ���� ω1 > 0�� %�������� Jl 
��� �� ��������	

�� ��� ����� 5� B���
 "� ��� ���� Jl ��� �������� �������� H1$
������ ����� �����
���������	��� �� l ∈ L0� ��� ��������	 �� ��� ��
� ����� 0�� �� 	����� ���� ���� ��
R�

%���� �� %���� �-���� � �����	 ��� Kl ⊂ R ���� ���� H1(Kl∆Jl) = 0�
0�� �� ������ ���� Jl ������	�� ��� ��� ��� J∇gl

�� �����-�
��� :�
� ������ ��
∇gl = (ei φl)⊥� ���� gl �� ������� ��	 �������� |∇gl| = 1� '���� φ+

l = cl ��	
φ−

l = bl H1$���� �� Jl� ������ α = |ei cl − ei bl |� �� �� ����� ���� ��� ������� Kl ��
Jα := {x ∈ Jgl

: |∇g+
l (x) − ∇g−l (x)| ≥ α} �������� H1$��
��� ��� �� Jl� 5�

+���������� @��� Jα ⊂ Σα� ���� Σα := {x ∈ R2 : 	��
(∂gl(x)) ≥ α} �� � �����	
���� %�������� Kl ⊂ Σα� 5��� Σα ⊂ S∇gl

� ���� S∇gl
�� ��� ��� �� ������ ����

∇gl 	����9� ���� �� �����-�
��� ��
��� ��	��	� �� +���������� @�� � �� ��� ����� x
���� ∇gl ��� �� �����-�
��� ��
�� ��� �������� gl �� 	�=����������� ����� ∂gl(x) ��
� ���������� 5� �"�"� � �����

H1(Kl \ Jl) ≤ H1(Σα \ Jl) ≤ H1(Sgl
\ Jgl

) = 0.

;�� ��� l ∈ L0� ��� H1$��
��� ����� x ∈ Kl� ∇gl ��� �� �����-�
��� ��
�� ��
H1$��
��� ����� y ∈ D−

x ��	 ��� �����-�
��� ��
�� �� ���� ����� �� ��� �����
⋃

x∈Kl

D−
x

"?
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Κ
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;����� � 5�������� �� ei φ∞ ��� 3 �� � ���� �� � ���D���

�� ����� �� ∇g−l (x) = (ei bl)⊥� ����� φ−
l �� �������� ����� �� bl H1$���� �� K� �� ���

��
� ��� ��� ��� ��� ���� ∇gl ��� �� �����-�
��� ��
�� �� ���� ����� ��
⋃

x∈Kl

D+
x

����� �� (ei cl)⊥� �� Kl �� ��� ���� ����� ����
⋃

x∈Kl

D±
x = Γ±� ���� Γ± ��� ��� ����

	����	 �� �2���� %�������� ul �� �������� ���� �� Γ± ��	 ����� �� eiφ±
l � 5� +������$

���� "�1 � ������ ���� φl �� �������� �� ��� �� ���������� �� ����

#�� ��� �� ����
� ���� Kl �� ��� ��� ���� ���� ��	 ��� �� ��� ���� Kl 
��� ��
� ���D���� )���
� ���� Kl �� ��� ��������	� %���� �-���� � ����	�	 ���� �������� S
��������	 �� R\Kl� ���� ��	������ s1, s2 ������ �� Kl� >� ��� 	����� �� K1, K2

��� ��
������� �� Kl ���������� s1 ��	 s2 ������������� '�� R±
i :=

⋃
x∈Ki

D±
x � i = 1, 2�

%�� ������ R2\(R−
1 ∪R+

1 ∪R−
2 ∪R+

2 ) ��� �� 	���	�	 ���� ����� ����� A+, A−, C ����
;����� "�� �� y ∈ A+ �� � ����� �� �����-�
��� ���������� �� ∇gl� ���� ∇gl(y) 
���
�� ����� �� (ei cl)⊥� �������� ��� ���D��� D+

y ���	 ����� R−
1 �� R−

2 ��	 ���� ���	
������	��� ��� ������ �� +���������� @�� ����� �� y ∈ A− �� � ����� �� �����-�
���
���������� �� ∇gl� �� ��� ��
� ����
���� ∇gl(y) = (ei bl)⊥� �� y ∈ C �� � ����� ��
�����-�
��� ���������� �� ∇gl� ���� ∇gl(y) ��� ���� �� ����� �� (ei cl)⊥ �� (ei bl)⊥

���� ;����� "�� %���� C �������� � ��� �� �����-�
��� :�
� ������ �� ∇gl� 5��� ��
����������� Kl ∩ C = ∅� ����� H1(Jl ∩ C) = 0� %��������� Kl 
��� �� ��������	�

�� Kl �� ��� ��� ���� ����� ���� Kl ��� ��� �� �� ��	������� 0�� A �� ���
��	����� ��Kl ��	 ��� ωK �� ��� ���� ���
�� ��Kl ���� ����Kl ⊂ {A+tω⊥

K : t ≥ 0}�

"2
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;����� " 3 
��� �� ��������	

0�� �� 	���� ��� ���� C ��

C :=
{
y ∈ R2 \ {A} :

y −A

|y −A| · ω
⊥
K ≤ −ei φ−

l · ωK

}
.

0�� C′ �� ��� ���� ��� ���������� C ���� ���� C′ ∩K = {A} ��	 C′ ∩K = ∅� %����
div T aul = 0 �� D′(C′) ��� ��� a ∈ R� F���� ��� ������ �� &0!(� φl �� ������� 0�������*
�� C′� %��������� ��� ���� x �� C′� ∇φl(x) �-���� ��	 div ei φl(x) = (ei φl(x))⊥ ·∇φl(x) =
0� %���� ∇φl(x) �� �������� �� ei φl(x) ��� ���� x ∈ C′� %�������� ��� ��� a ∈ R ���
������� �� ��� ����� ��� {φl = a} �� x �� ���������� �� ei φl(x) ���� �� ����� �� ei a

�� {φl = a}� <����� ��� ����� ���� {φl = a} ��� �������� ����� �������	 �� (ei a)⊥ ��	
��� ���� �������� ������������ �� C �� ��� ��� 	�������	 �� ;����� ��

;������� � ��� �-���	� ��� ���� �� Kl �� � ���
��� �� � ������ ����� �;����� 1��
��	��	� ������ R > 0 ���� ���� Kl ⊂ BR� '���� H1(Jl \BR) = 0� ��� ������� ������
�� BV ��������� ���� &);+(� %�����
 1��.H� ���� ���� ��� ���� r ∈ (R,R + 1) ���
����������� �� φl �� ∂Br �� ����������� ��� � ���������� BV ��������� %�������� ul ���
� ���������� ������� �� ∂Br ��	 ��� ����������� 	����� �� 0� %��� �� �� ������	������
��� ��� ���� ���� ����� ��� �������� ���� ���� ��� ��
� ����������� αl �� ��� ��
��	������ �� Kl� %��������� Kl �� � ���D����

"C



K

;����� 1 3 ���9� �� � ���
���

5� B���
� " ��	 @ � ������ ���� ��� ����� ��� ���D����� Kl� l ∈ L0� ������	��
<��������� � ��� K = Kl� 5� 0�

� "�� ��	 !�
��� "�" � ������ ���� φ∞ ���
�� �����-�
��� ��
�� H1$���� �� R2 \K ��	 H1$���� ����� �� K �� � :�
� ����� ��
φ∞� /�������� �� ��� ��
��� φ±

l ��� �������� �� Jφ∞ � ��� ��
� �� ���� ��� φ±
∞�

������� $�� �)��� ��!��� ���" �������� ��� u ∈ Mdiv(Ω) ��� ��� φ ∈
L∞(Ω) �� � ������	 ���������	 �1�� �� *������
� 7�� ���� ��� ���

Σ := {x ∈ Ω : Θ∗(µφ, x) > 0} �2�?�

�� �
������� H1����������� ��� �
�������� �� �
 H1���	��	���� ����� ���� Jφ� #
��
!���
�
� H1����� x ∈ Ω \ Jφ �� ��!�

lim
r→0+

1

πr2
min
c∈R

∫
Br(x)

|φ(y) − c| dy = 0. �2�2�

1�

�� *�	 �� >� ��� ���� Σ′ := {Θ∗(µφ, ·) > 0} �� ��������� ����������� �����
%�����
 ?�1� %� ���� ��
 � ��� ���� ��� µ$���� x ��� σ = limi(µφ)x,ri

∈ Tan(µφ, x)
�� ��������	 �� � ���� ���� 	�������� 	����	� �� x �����

>� �����	 �� %�����
 2�" ���� ��������� ������� �� � ������������ � ���
����
� ���� φri

= φ(x+ riy) → φ∞ �� L1
loc(R

2)� /�������� ����� �-���� � �����	 ���

"H



K� ��� �
��� ���� � ���� �� � ���D���� ���� ���� H1(K∆Jφ∞) = 0� ,������� �� ωK

��� ����������� �� K ���� ���� ei (φ+∞+φ−∞)/2 = ωK � �� � ��� ����

div T au∞ = (T au+
∞ − T au−∞) · ωKH1 K ∀a ∈ R �2�C�

����� 0�

� 1�?� %� ���� ��
� � ���	 ���� �� ����� ���� T au∞ �� 	���������$
���� �� Ω \ K� �� a ������� �� ��
� �������� (bl, cl)� ���� ������ �� ��� �	������
div T au∞ = div T aul ���� �2�"� ��	 �� �1�@�� ������� Jφl

⊂ K �� �� H1$����������
����� �� ��� ������� ���� ��� ��� ����� �� �����-�
������ ����� ��� ���� ���� ���
��
���
��� �� ∪l(bl, cl) ��� �� �
��� ���������

4�� ��� ���� �� � 	����� ��
�������� ����	 �� �2�C�� ���� ��� ������$�����	

������

∫
R
ei adiv T au∞ da �� �������	 �� ωK � ��	 ���������∫
R

ei adiv T au∞ da =
1

2

(
φ+
∞ − φ−

∞ − sin(φ+
∞ − φ−

∞)
)
ωKH1 K �2�H�

����� ��
�������� �� ������ 	��� �� � ���
� ���� ωK = (1, 0)� �� ���� φ+
∞ = −φ−

∞ +
4kπ ��� ��
� k ∈ Z ��	 ��� �����	����� ��	 ��� �	���� �� ��� ��������	 ��� ����
��� �������� �� ��� �����	 ��
������ �� 0�� /�������� ��� ������$�����	 
������
λ1 :=

∫
R
ei adiv T au da ��������� �� %�����
 1�"����� ��� ���������� |λ1| ≤ µφ� %����

����� �-���� � ������$�����	 �������� �H ∈ L1(Ω, µφ) ���� ���� λ1 = �Hµφ ��	 | �H| ≤ 1�
�� �		����� �� ��� �������� ������� ���	������ �
����	 �� x0� ����
� ���� ���� x0

�� � 0������� ����� �� �H� �������� �� ��� 
������ µφ� %���

(λ1)x0,ri
→ �H(x0)σ �� M′(R2).

4� ��� ����� ���	� ��� ����������� �� φri
�� φ∞ �
�����

(λ1)x0,ri
=

∫
R

ei adiv T auri
da→

∫
R

ei adiv T au∞ da �� D′(R2).

%�������� ∫
R

ei adiv T au∞ da = �H(x0)σ.

B�
������ ���� �-�������� ��� �2�H� � ������

1

2

(
φ+
∞ − φ−

∞ − sin(φ+
∞ − φ−

∞)
)
ωKH1 K = �H(x0)σ. �2�I�

%�������� ωK 	��� ��� 	����	 �� ��� �������� ������� ��� ���� �� x0�

*�	 �� >� ��� ���� µφ(Σ \ Σ′) = 0 ����� %�����
 ?�"� '���� H1(S ∩ S ′) = 0
������� S �= S ′ ��� �������� ��� ��
��� �� ��� ������� S ���� ���� µφ(S) > 0 �� �� 
���

"I



���������� ��	 ��� ��
� �� ���� ��� ����� �������� %�������� � ��� ������ x0 ���
�� ���� ���� �� ���� ��� 	������ �������� f(r) := µφ(Br(x0)) �� ����������� �� ��	��
�� ����� ���	����� ����� �� %�����
 ?�"� ��� k ∈ Q ∩ (1, 2) � 	���� ��� 
�������
λk :=

∫
R
ei kadiv T au da� ��� ���������� ���������� ��� ������� �� µφ� � 	����� ��

�Hk ∈ L1(Ω, µφ) ����� 	�������� ��� ������� �� µφ ��	 � ������ � 0������� �����

x0 ��� ��� ��������� �Hk ��������� �� µφ��
)���
��� ���� σ �� ��� �	��������� 0� � ���� �� ��� ���� σ = cH1 K ���

c ≥ c(x0) > 0� 5� �2�I� ��	 ����� φ±
∞ ��� �������� �� K� � ��� ���� σ = cH1 K�

���� c �� �������� �� K� /��������

c| �H(x0)| =
1

2

∣∣(φ+
∞ − φ−

∞) − sin(φ+
∞ − φ−

∞)
∣∣ . �2��.�

%��������� �� |φ+
∞−φ−

∞| ≥ π/2� � ���� c ≥ (π/2−1)/2 ������� | �H(x0)| ≤ 1� '������
d := |φ+

∞ − φ−
∞|/2 > 0� �� ��� �������� � ��� ���� d ���	 ��������� c� �� �2��.��

�� �������� 	����
���	 �� �Hk(x0) ������� d ≤ π/4� >� ��� ����
� ��� �� ����
�� ���������� ��������� 
����� � �������� ��	 �		��� �� φ∞ �� ������� 
������� ��
2π� ���� ωK = (1, 0)� φ+

∞ = ±d ��	 φ−
∞ = ∓d� %���� ������� �� �� '��� � � ���∫

R

ei kadiv T au∞ da = �Hk(x0)σ ∀k ∈ (1, 2) ∩Q.

4� ��� ����� ���	� ��
������ ��� ���� ��	� � ��	 ���� ��� ���� ���� ������ 2
k(k2−1)

Fd(k)H1 K�
����

Fd(k) := (sin kd cos d− k cos kd sin d) .

%��� Fd(k) �= 0 �� ��	 ���� �� �Hk(x0) · ωK �= 0 ��	

c =
2

k(k2 − 1)

Fd(k)

�Hk(x0) · ωK

. �2����

�� ����� ��� ���� ��� ������

Φk,m(d) :=
Fd(k)

Fd(m)
=

k(k2 − 1)

m(m2 − 1)

�Hk(x0) · ωK

�Hm(x0) · ωK

�2��"�

���� 	����	� 	����	 �� x0� k ��	 m ��� ��� �� d� �� ���� ��� ��������� Fd ��	
Fd′ ��� ������������ ������� d, d′ ������� �2��"�� ) %����� �-������� �� k = 1 �����

Ft(k) = (k − 1)(t− sin t cos t) + (k − 1)2t sin2 t.

%�������� Ft(k) �= 0 ��� k − 1 ��E������� �
��� ��	 ��� �������� ����� ������ Fd

��	 Fd′ 
��� �� ����� ��

d− sin d cos d

d′ − sin d′ cos d′
��	

d sin2 d

d′ sin2 d′
.

1.



%�������� g(d) = g(d′)� ����

g(t) :=
t− sin t cos t

t sin2 t
.

) 	����� ��
�������� ���� ���� g �� �������� 	��������� �� (0, π/4)� %��������
d = d′�
*�	 �� #� � ��� ��� ���� ���� �� ��� �����
���� '���� � ��� ���� µφ Σ ��
� ���������� 
������� �� %�����
 "�H1 �� &);+( � ��� ���� Tan(µφ Σ, x)� �� �
��������� ��� H1$���� x ∈ Ω� ��������� Tan(µφ, x) �� � ��������� ��� H1$���� x ∈ Σ�
B�
��� ���� �� �2�I� � ������ ���� ��� :�
� φ+

∞ − φ−
∞ �� �������� 	����
���	

H1$����� ��	 ��� ��
� �� ���� ��� φ+
∞+φ−

∞ 
�	��� 2π� <����� φ+
∞ �� ���� 	����
���	


�	��� 2π� H1$���� �� Σ ��	 φ−
∞ �� ����� �� φ−

∞ = φ+
∞ − (φ+

∞ − φ−
∞) ��� φ+

∞ ��
�����
0�� �� 	���� ��� �������� 
�������� ��� ���������� ���������� ��� ������� �� µφ 

τk :=

∫ 2(k+1)π

2kπ

	�� T au da, ∀k ∈ Z.

0�� �� 	����� �� tk ∈ L1(Ω, µφ) ����� 	�������� ��� ������� �� µφ ��	 ��� �� ������
� 0������� ����� x0 �� ��� ��������� �� tk� )� �� '��� �� � ����∫ 2(k+1)π

2kπ

div T au∞ da = tk(x0)σ ∀k ∈ Z.

5� �2�C�� div T au∞ = 0 �� ���� �� a /∈ [φ−
∞, φ

+
∞]� 0�� �� 	���� X0 := {k ∈ Z :

tk(x0) = 0}� %���� k ∈ X0 �� ��	 ���� �� (2kπ, 2(k+1)π)∩ [φ−
∞, φ

+
∞] = ∅� 0�� k0 ∈ Z

�� ���� ���� φ+
∞ ∈ [2k0π, 2(k0 + 1)π)� %���� φ−

∞ ∈ [2(k0 − l0)π, 2(k0 − l0 + 1)π)�
���� l0 ∈ N 	����	� ���� �� φ+

∞−φ−
∞ ��	 k0 	����	� �� X0 �� ��� �������� �� 

Z \X0 = {k0 − j : 0 ≤ j ≤ l0}� '���� X0 ���� 	����	� �� x0� ���� k0 ���� 	����	�
�� x0 ��	 φ+

∞ �� �������� 	����
���	� %��� φ+
∞ ��	 φ−

∞ ��� �������� 	����
���	
µ$���� �� Σ� <��������� H1$���� x0 ∈ Σ �� � :�
� ����� �� φ�

;������� �2�2� ��	 ��� ��������� Jφ ⊂ Σ ����� �� ��� ���� ���� ��� ���$�� ��
��
φ∞ �� ������ x /∈ Σ �� ��������� ��	��	� ei φ∞ = −∇⊥g∞ �� ��������� ������ g∞
������� ��	 �E��� ��� &)0!(� ��	 Uφ∞ = 0� �� ���� φ∞ �� �������� �� +������$
���� "�1�

�� ����������� ��� �����
���� 
�	� �� %�����
 ��� �� ��� �����	������ �����
�� %�����
 2�1 ��� ��� ���� �-������� �� ���2�� %�� ������ ������ �� ��������
0�

� 1�? �� ��� ���������	 T au� ��� K = Jφ�

������� $��� ��� u, φ �� �� ���
��� 8�7 ��� ������ ����

H1(Σ ∩ Ω \ Σ) = 0,

1�



����� Σ �� ������ �� �8�9�� ���� µφ �� �
���������� 
� Jφ ��� ������
�� �� � �
�������
��� ���������� ��������

1�

�� 0�� g �� � 1$0�������* �������� ���� ���� u = −∇⊥g ��	 ������ ���� Σ
������	��� �� �� H1$���������� ����� ��� Jφ� %�� ���$�� ����
��� �� &)0!( ����
���� g �� � ��������� �������� �� ��� ������� �������� |∇g|2 − 1 = 0 �� ��� Ω \ Σ�
����� Uφ∞ = 0 ��� ��� ���$�� �������� φ∞ �� ��� ����� x ∈ Ω \ Σ� %��������� g
�� ������� ��
�������� �� ��� ���� ��� A := Ω \ Σ ��	 ��� ���	���� ���	 u �� ����
�� � BVloc �������� �� A� 5� +���������� "�1 � ������ ���� φ ∈ BVloc(A) ��	 �1�@�
����� µφ A = 0 ������� A ∩ Jφ �� H1$����������� %�������� µφ �� ��������	 �� Σ
��	 ��� �������� ���������� �� µφ ��� ������� �� H1 ���	� �� �� ��� �����������

����������

&)!'( ;� )������� %� !���M�� ��	 '� '������� #N�� >���� ��	 B����$��� >���� ���

����
������� 
�������� ������ � ������ ������ ����������� B4B8 �".."�� 8��$
�
� O �� 
N
���� 	� A�0�0�����

&)( 0� )
������� 8���������� ������
� �� SBV ��	 �
��� ���
��������� -��� -����
#����� �+ ��IHI�� �$@.�

&)�( 0� )
������� /����� ����� �����	 ��������� �� ����	�	 ���������� -��� :��
;
��� :��� 1��� )�� :��� �@�� ��II.�� @1I$@CH�

&),( 0� )
������ ��	 #� ,������ B������� �� ���������� ��	 ������� 	�=��������
���������� %����� �� ���
������� ��������� ������
� ��	 	����� ������� +�����
���
 ��� '�

�� '����� ���	 �� +���� '����
��� �II2� �	���	 �� ��5����**��
)�/����� ��	 /�3�8�/������ '�������� "...�

&),/( 0� )
������� B� ,� 0������ ��	 B� /������**�� 0��� �������� ��� ���	����
������ ���	� �� ��� ������ )���� "��� 1*<� , ��III�� 1"C$1??�

&);+( 0� )
������� #� ;����� ��	 ,� +������� ;�������� �� 5���	�	 8�������� ��	
;��� ,������������ +�����
�� 4-���	 F��������� +����� "...�

&)0!( 0� )
������� /� 0���
����� ��	 %� !������� ) ��������� �������� �� 
���$

�*��� 
����
������� �������������� ���
����	 �� B+)/� ".."�

&)��( +� )����� ��	 P� ����� ) 
����
������ ������
 ������	 �� ��� �������� ������
�� �����	 �������� �������������� 1�
�� )����� #���� -���� -������� ;��� =��!��
�� ��IHC�� �$�2�
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&)�"( +� )����� ��	 P� ����� 4� ���� ��
����������� �� � 	����� �������	 �� �
�������� ��
�� �� ��� ���*����$0��	�� ���� ������ ��� ���	���� ���	�� 1�
��
3
��� :
�� <������	�� :�� -� �>� ��III�� �$�C�

&B�0( /� B���	���� 0�B� ����� ��	 +�0�0����� '�
� +��������� �� 8�������� '�$
������� �� <�
�����$A����� ���������� ������ -���� #���� :
��� "H"� ��IH@��
@HC$?."

&,��( �� ,� ������� #���� �����
� �������� ���� 
����� (r − 1)$	�
��������� �� ���
���*�� � r 	�
�������� 3������� #���� � ��I??�� I?$��1�

&,��)( ��,� ������� 0�)
������� F� ����� ���*������ 	�� ������� 	���� �����*�����
-��� -����� ;�2� ������ )�� :���  ��� #��� ;����� 3���� ������ �?� #��� -�����
-� ��IHH�� �II$"�.�

&,3/4�( )� ,�'�
���� !�8� 3���� '� /Q���� ��	 ;� 4���� ) ��
�������� ������
�� ��� ���	���� ������ �� ����� ������������ 1�
�� 3
��� :
�� <������	��� ���
�"..��� H11$H@@�

&,3/4"( )� ,�'�
���� !�8� 3���� '� /Q���� ��	 ;� 4���� /������� 
���������$
������ � ����	��
 �� 
��������� ������
�� �� ������ �� 1�
������	� 
� �)�-#�
��III��

&,0/( !� ,�+����� +�0� 0���� ��	 P� /����� Lp ���������� �� �������� ��������
-������ �@1� -������ �
� ���A����� H� ��II��� "C�$"HC

&,4( B� ,� 0������ ;� 4���� '�������� �� ������� ��������� ����������� �� �����������
������
�� ���������

&��( 0�B� ����� ��	 !�;� �������� /������ %����� ��	 ;��� +��������� �� ;���$
������ '��	��� �� )	������ /����
������ ��II"�

&�%( �� ������	 ��	 !� %�
�
� )������ B����-� �� +����M
�� 8�������������
,���	 ��������$8������� �IC@�

&;( 3�A� ;�������� %�� ���
���� �� ;������ '���� B�
���	�� F��������� +����� �IH?�

&A3( >� A�� ��	 !� 3���� '������� +����������� ��	 ��� ������ �� ;��	�� B
�����

� ;
������� :������� C� ;
� 7� �"...�� 1??$1I.�

&A4+( +��� A����� ;� 4��� ��	 5� +�����
�� 0��� ������ ���*����$0��	�� 
�	��� 
*��� ������ ������� �������� �"..���

&A+( +��� A���� ��	 5� +�����
�� B�
�������� �� ���*����$0��	�� ������ �� ��$
����� ���������� )
��� 1��� ��� -��� #����� ?@� �"..��� �.I2$��.I�
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&0�( /� 0���
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����� -��� 
� #����� ��# ��IHC�� ?1C$2@1�

&!'�( %� !���M�� ��	 '� '������� 0�
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����	 �� /����
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