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Bezeichnungen

Allgemeine Bezeichnungen

Rla, b]

D(z)
P(A)
P(A/B)

Menge der reellen Zahlen, die im Intervall von a bis b
liegen.

Definitionsbereich einer Funktion z.
Wahrscheinlicheit eines Ereignisses A.

Bedingte Wahrscheinlicheit. Die Wahrscheinlichkeit des
Ereignisses A unter der Bedingung, dass B eintritt.

Erwartungswert eines Ereignisses A.
Méchtigkeit einer Menge M.
Menge der Elemente aus M, die nicht in N liegen.

Potenzmenge von M

Bezeichnungen fiir den einfachen genetischen

Algorithmus

2A

P eP

Os
Ok
Owm

Suchraum. Die Menge aller moglichen Losungen eines
Optimierungsproblems.

Menge aller moglichen Populationen.

Population der Generation ¢ (¢t € Np). Eine endliche
Menge von Elementen des Suchraumes. Es gilt P, ¢ 2,
da ein z € A mehrmals in P, auftreten kann.

Selektionsoperator
Kreuztauschoperator

Mutationsoperator



Bezeichnungen

Bezeichnungen aus der Schematheorie

A={6:A—V,i=1,... ,m, meN}
Menge der Detektoren. Der Wertebereich des i-ten
Detektors ist V.

* Symbol fiir ,egal“, fiir den Fall, dass der Wert eines
Detektors ohne Belang ist.

H=(s1,...,8m) mit s, e {V;U{x}} undi=1,... ,m
Schema. Die Menge von Elementen z € , fiir die gilt:
di(z)=s; falls s; AxVi=1,... ,m

(1]

=1 {V; U {x} } Menge aller Schemen

=1

o(H) Ordnung des Schemas H. Anzahl der fixierten Positio-
nen von H.
d(H) Lénge des Schemas H. Differenz zwischen der ersten

und der letzten fixierten Stelle von H.

hi,... s hscm Zeichenzwischenrdume des Schemas H

Bezeichnungen fiir den Schemensatz

2n Populationsgrofie

l Zeichenketten- bzw. Chromosomenlidnge und Anzahl
der Detektoren

De Kreuztauschwahrscheinlichkeit,

Dm Mutationswahrscheinlichkeit

F(z) Fitnesswert des Elements z € 2

F, = 3+ Y F(z) Mittlere Fitness der Population P,
TEP;

fi(z) = ; (;)(y) Relative Fitness des Individuums z € P,
yeP;

m(H,t) = |[{P,NH}|
Anzahl der Vertreter von H in P,

Fy(H) = m xe;ﬂHF(x)
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filH) = >

reEPNH

Ey(H,t)

Es(H,t)

Mittlere Fitness des Schemas H in P,

fi(z)

Relative Fitness des Schemas H in P,

Schema, dessen fixierte Positionen und dessen Allele
an diesen Positionen mit denen von H bis zur Stelle
k€ {h1,... ,hsur)} libereinstimmen.

Schema, dessen fixierte Positionen und dessen Allele
an diesen Positionen mit denen von H von der Stelle
k € {h1,... ,hsr)} an iibereinstimmen.

Klasse von Schemen, deren Allele an den fixierten
Positionen an genau 4 Positionen verschieden von denen
von H sind.

Untere Schranke fiir die erwartete Anzahl an Vertretern
eines Schemas in der Folgepopulation P,y;. Gegeben im
Schemensatz 2.3.

Erwartete Anzahl an Vertretern eines Schemas in
der Folgepopulation P,.;. Gegeben im modifizierten
Schemensatz 2.7.

Bezeichnungen fiir das Computerprogramm

La]
N

Grofite ganze Zahl, die nicht grofler als a ist.

Maximale Generationenanzahl
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1. Einleitung

In dem folgenden Abschnitt wird eine kurze Einfiihrung in die Grund-
begriffe und das Konzept der genetischen Algorithmen gegeben. Diese
Einfiihrung ist bewusst auf das Wesentliche reduziert und erhebt nicht den
Anspruch vollsténdig zu sein. Ausfiihrlichere Einfiihrungen in das Thema
,Genetische Algorithmen® konnen in [6], [14], [15], [16] oder [17] nachge-
lesen werden. In Abschnitt 1.2 wird ein Ausblick auf den weiteren Inhalt
und das Ziel dieser Diplomarbeit prisentiert.

1.1. Das Grundkonzept genetischer Algorithmen

Genetische Algorithmen bilden eine Untergruppe der evolutionéren Algo-
rithmen. Letztere werden seit den 60er Jahren vor allem als Alternative
zu traditionellen Optimierungsverfahren diskutiert, weiterentwickelt und
mathematisch modelliert.

Ein Optimierungsverfahren wird zur Losung von Optimierungsproble-
men verwendet. Ein Optimierungsproblem besteht in der Minimierung
oder der Maximierung einer Funktion von mehreren Variablen. Diese Funk-
tion wird Zielfunktion genannt. Die Menge aller moglichen Variablenbe-
legungen wird im Folgenden als Suchraum bezeichnet. Bei einem Op-
timierungsproblem kénnen eine oder mehrere Bedingungen an die Varia-
blen oder die Zielfunktionswerte gestellt werden. Als traditionelle Optimie-
rungsverfahren werden in dieser Arbeit diejenigen deterministischen Ver-
fahren zusammengefasst, die zumeist stark auf einen bestimmten Fall der
Optimierung spezialisiert sind. Dazu gehoren zum Beispiel der Simplexal-
gorithmus, das Newton-Verfahren, Varianten der Quasi-Newton-Verfahren
und Trust-Region-Verfahren. Bei diesen Verfahren werden Stetigkeit, Dif-
ferenzierbarkeit oder Konvexitdt der Zielfunktion vorausgesetzt. Sie be-
stimmen in der Regel entweder eine Folge von Variablenbelegungen, die
gegen das Optimum konvergieren soll oder bestimmen durch Transfor-
mation des urspriinglichen Optimierungsproblems zu einem anderen das
Optimum des Ausgangsproblems.

In der Literatur findet sich derzeit keine einheitliche Definition von
einem evolutiondren Algorithmus. Fiir diese Arbeit werden sie deshalb
folgendermaflen definiert:

Definition 1.1 Fin evolutiondrer Algorithmus ist ein stochastisches Ver-
fahren, welches Lésungsansdtze fir Optimierungsprobleme bietet und be-
stimmte Elemente aus der Evolutionstheorie modelliert.



1. Einleitung

Evolutiondre Algorithmen basieren dhnlich der darwinschen Lehre auf
dem Prinzip ,Der Stéirkere iiberlebt“. Das Ziel ist, Losungen in einer Pro-
grammumgebung selbststéindig entwickeln zu lassen, indem man die der
Evolution zugrundeliegend geglaubten Prozesse (auch Evolutionsfakto-
ren genannt) modelliert.

Die zentralen Evolutionsfaktoren sind die Vererbung und Vermischung
des Erbgutes, die Selektion der am besten an die Umwelt angepassten
Individuen und die Mutation.

Evolutionire Algorithmen arbeiten mit einer Population P;, deren
Elemente Individuen genannt werden (Seite 11). Diese Individuen re-
priasentieren Elemente des Suchraumes, also konkrete Variablenbelegun-
gen. Dabei kénnen zwei oder mehr Individuen auch dieselben Belegungen
reprisentieren. Die Individuen werden im Folgenden mit den Elementen,
die sie représentieren, identifiziert.

Durch Anwendung sogenannter genetischer Operatoren auf die Po-
pulation P; unterliegt diese Population generationsihnlichen! Verinderun-
gen. Der Index ¢t € Ny der Population P, bezeichnet dabei die Generation,
in der sich die Population befindet. Genetische Operatoren modellieren
die oben genannten Evolutionsfaktoren. Zu den elementarsten genetischen
Operatoren gehoren die Fitnesszuweisung, die Selektion, die Rekombina-
tion und die Mutation. Diese Operatoren werden zu einem spéteren Zeit-
punkt in diesem Abschnitt ndher beschrieben.

An dieser Stelle soll zunichst der Ablauf eines evolutiondren Algo-
rithmus betrachtet werden. Dieser besteht aus dem aufeinander folgenden
Anwenden der genetischen Operatoren. Es wird die Reihenfolge der gene-
tischen Operatoren beschrieben, die in den evolutiondren Algorithmen, die
in dieser Arbeit untersucht werden, verwendet wird. Ausgehend von einer
Anfangspopulation Py werden Folgepopulationen P,y in folgender Wei-
se gebildet: Nach einer Fitnesszuweisung werden einige Individuen, aus-
gewihlt (Selektionsoperator), um Klone, d. h. exakte Kopien ihrerselbst,
zu erhalten. Die Auswahl dieser Individuen kann auf Grund der Erfiillung
der an die Variablen gestellten Bedingungen erfolgen, oder durch einen
besonders kleinen oder groflen Wert beim Einsetzen in die Zielfunktion
begriindet sein. Anstelle von ,,Klonen* spricht man h#ufiger von ,,INach-
kommen*“. Diese Nachkommen werden durch den Rekombinationsopera-
tor und den Mutationsoperator transformiert. Darauffolgend werden die
Individuen der Folgepopulation P;,; aus den Individuen von P, und den
transformierten Nachkommen bestimmt. Auf welche Art die Folgepopu-
lation zusammengesetzt wird, oder auf welche Weise die Transformatio-
nen des Rekombinations- und Mutationsoperators durchgefiihrt werden,
ist problemabhingig und kann beliebig festgelegt werden. Die urspriingli-
che Population wird dann durch P, ersetzt. Der Zyklus vom Anwenden
des Selektionsoperators bis zum Ersetzen der Population wird als Gene-

'Das Wort , generationsihnlich wird in dem Sinn gebraucht, dass es einen Zusammenhang
zwischen den Elementen von P; und P41 gibt. Die Individuen von P;y; gehen aus Trans-
formationen der Individuen von P; hervor.



1.1. Das Grundkonzept genetischer Algorithmen
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Abbildung 1.1.: Beispiel fiir den Ablauf eines evolutionéiren Algorithmus

ration bezeichnet. Anschlielend werden wieder der Fitnesszuweisungs-,
der Selektions-, der Rekombinations- und der Mutationsoperator auf die
Population angewendet, solange bis ein bestimmtes Abbruchskriterium
erfiillt ist. Das kann eine maximale Generationenanzahl sein oder eine
ausbleibende signifikante Anderung des besten Zielfunktionswertes eines
Individuums in der Population iiber mehrere Generationen. In Abbildung
1.1 wird der oben beschriebene Ablauf eines evolutiondren Algorithmus
graphisch dargestellt.

Durch das wiederholte Anwenden der genetischen Operatoren erhofft
man sich eine schrittweise Annidherung der Individuen an das Optimum
oder die Optima des zu Grunde liegenden Optimierungsproblems.

Fiir einen genetischen Algorithmus existiert ebensowenig wie fiir einen
evolutiondren Algorithmus eine einheitliche Definition. In der Mehrzahl
der Veroffentlichung werden genetische Algorithmen als Verfahren be-
trachtet, welche mit binédren Zeichenketten arbeiten und jeweils eine Form
der Selektion, der Rekombination und der Mutation verwenden. Fiir diese
Arbeit wird der genetische Algorithmus folgendermafien definiert:

Definition 1.2 Ein genetischer Algorithmus ist ein evolutiondrer Algo-
rithmus, bei dem die Individuen der Population bindr kodiert sind und
in dem die Fitnesszuweisung, die Selektion, die Rekombination und die
Mutation implementiert sind.

Handelt es sich bei dem Suchraum um den Raum der reellen Zah-



1. Einleitung

len, so konnen die Individuen der Population z. B. bindre Darstellungen
der reellen Zahlen sein. Die Bezeichnungen der Objekte eines genetischen
Algorithmus sind stark an die der Biologie angelehnt. So arbeitet ein ge-
netischer Algorithmus mit Chromosomen, Genen und Allelen. In der
Biologie ist die Erbinformation in den Chromosomen gespeichert, ein Gen
entspricht einem Chromosomenabschnitt und die verschiedenen méglichen
Ausprigungen eines Genes werden Allele genannt. Bei genetischen Algo-
rithmen werden die aus der Kodierung resultierenden binéren Zeichenket-
ten als Chromosomen bezeichnet. Die Gene kodieren einzelne Eigenschaf-
ten der Elemente des Suchraumes und kénnen mehrere Zeichenpositionen
vereinigen. In dieser Arbeit werden jedoch die einzelnen Zeichenpositionen
als Gene und die Bitbelegung an den einzelnen Zeichenpositionen als Allel
bezeichnet.

Im Folgenden werden einige genetische Operatoren wie die Fitnesszu-
weisung, der Selektionsoperator, der Rekombinationsoperator und der Mu-
tationsoperator detaillierter beschrieben und konkrete Beispiele dieser O-
peratoren angefiihrt. Dabei werden nur solche Beispieloperatoren vorge-
stellt, die auf bindren Zeichenketten agieren kénnen und somit fiir den
Gebrauch in genetischen Algorithmen geeignet sind.

Fitnesszuweisung Die Fitnesszuweisung erfolgt meistens vor der Selek-
tion. Jedem Individuum wird in Abhéngigkeit von seinem Zielfunktions-
wert und der Erfiillung oder Nichterfiillung der Bedingungen, die an die
Variablen gestellt werden ein Fitnesswert zugewiesen. Dieser ist ein Maf
fiir die Anzahl an Nachkommen, die das Individuum bekommen wiirde,
wenn es selektiert wiirde. In dieser Arbeit wird die proportionale Fit-
nesszuweisung, welche vor der Selektion stattfindet, genutzt (Seite 11).
Hier ist die Fitness eines Individuums proportional zu seinem Zielfunkti-
onswert. Im Allgemeinen kann die Fitnesszuweisung auch nach der Mu-
tation erfolgen. Dann ist die Fitness eines Individuums ein Maf} dafiir,
wie wahrscheinlich es ist, dass es in der Population ersetzt oder in die
Folgepopulation eingefiigt wird.

Selektion Die Selektion kann vor oder nach der Fitnesszuweisung erfol-
gen. Sie legt fest, welche Individuen nun tatsichlich Nachkommen erhal-
ten. Die Selektion kann aber auch nach der Anwendung der Rekombina-
tion und der Mutation stattfinden. In diesem Fall bestimmt sie, welche
Individuen durch andere beim Bilden der Folgepopulation ersetzt oder
eingefiigt werden. Im Gegensatz zu anderen genetischen Operatoren kann
die Selektion, dadurch dass sie bestimmte Individuen auswéhlt oder nicht
auswihlt, eine Richtung der Entwicklung der Population bestimmen. Die
in dieser Arbeit gebrauchte Selektionsform ist die fitnessproportiona-
le Selektion (Seite 13). Sie bestimmt, welche Individuen zur Rekombi-
nation ausgewidhlt werden. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Individuum
ausgewdhlt wird, entspricht seiner relativen Fitness, welche sich aus dem
Verhiltnis seines Fitnesswertes zu der Summe der Fitnesswerte aller in



1.1. Das Grundkonzept genetischer Algorithmen
der Population befindlichen Individuen errechnet.

Rekombination Die Rekombination wirkt auf den Chromosomen von
mindestens zwei Individuen und wird meist in einer Form des Uberkreu-
zungsaustausches? (auch Crossing-over genannt) genutzt. Das Ziel der Re-
kombination ist das Einbringen von neuen Individuen in die Population,
sowie die Kombination zweier guter Individuen zu hoffentlich noch bes-
seren Nachkommen (,Building block hypothesis® [6]). Besonders h#ufig
wird der n-Punkt Kreuztausch mit n = 1 verwendet (Seite 15). Mit
der Kreuztauschwahrscheinlichkeit p. werden geméif einer gleichméfligen
Verteilung n Schnittstellen zwischen zwei Genen zweier Chromosomen aus-
gewahlt und die dazwischenliegenden Abschnitte ausgetauscht.

Mutation Die Mutation operiert auf den Zeichenketten einzelner Indivi-
duen meistens nach dem Rekombinationsschritt. Der Zweck der Mutation
liegt in dem Erhalt der Diversitit der Population, denn als einziger gene-
tischer Operator dndert die Mutation die Allelenhaufigkeit. Ist ein Allel
an einem bestimmten Gen in allen Chromosomen verloren, also in keinem
Chromosom der Individuen vorhanden, so kann dieses Allel nur durch die
Mutation wieder in die Population gelangen. Bei der bitweisen Mutati-
on wird jedes Allel mit der Mutationswahrscheinlichkeit py, negiert, d. h.
eine ,,0“ durch eine ,1“ ersetzt und umgekehrt (Seite 17).

Einige Unterschiede zwischen evolutiondren Algorithmen und traditionel-
len Optimierungsverfahren, und zwar der stochastische Charakter und die
Verwendung von Populationen, wurden bereits angesprochen. Ein weite-
rer wesentlicher Unterschied besteht darin, dass evolutionire Algorithmen
haufig mit Kodierungen der Elemente aus dem Suchraum arbeiten. Die
aus der Kodierung mit kleinen Alphabeten hervorgehenden Zeichenket-
ten erlauben nicht nur zahlreichere Abdnderungen, sondern bieten einen
grofleren Interpretationsspielraum bei der Suche nach optimalen Eigen-
schaften [7]. Folgendes Beispiel ist an [7] angelehnt:

Individuum Element des Suchraumes N Chromosom Fitness

x1 22 10110 7
T2 3 00011 8
z3 26 11010 1
T4 10 01010 2

Versucht man iiber den Grund der guten Fitnesswerte der ersten beiden
Individuen z; und x5 zu spekulieren, findet man wenig Hinweise, wenn man
nur die natiirlichen Zahlen betrachtet, die die Individuen reprisentieren.
Schaut man jedoch auf die binéire Darstellung, so kénnte man vermuten,
dass sich die hohe Fitness von z; und z5 in der ,0“ am zweiten Gen

’Die Bezeichnung ,, Uberkreuzungsaustausch® wird im Folgenden mit ,Kreuztausch® ab-
gekiirzt werden.



1. Einleitung

in ihren Chromosomen begriindet. Auch bei der Suche nach sinnvollen
Kombinationen zweier Elemente schneiden Zeichenketten beziiglich der
Anzahl verschiedener Kombinationsmoglichkeiten besser ab, als es einzelne
Werte tun.

Durch das einfache und wenig spezialisierte Konzept (Abbildung 1.1),
besitzen evolutiondre Algorithmen breite Anwendungsmoglichkeiten. Sie
finden aber im Vergleich mit traditionellen Optimierungsverfahren nicht
immer die Optimall6sung. Ein Vorteil evolutiondrer Algorithmen liegt in
dem schnellen Finden einer Losung. Besonders geeignet sind evolutionire
Algorithmen daher bei Optimierungsproblemen, bei denen moglichst rasch
eine Losung nahe des Optimums gefunden werden soll, es jedoch nicht un-
bedingt erforderlich ist, das exakte Optimum zu finden. Sie eignen sich
weniger, wenn die Auswertung der Zielfunktion besonders zeitintensiv ist,
denn die Verwendung von Populationen erfordert zahlreiche Zielfunktions-
wertberechnungen.

Die populationsbasierte Vorgehensweise bietet jedoch den Vorteil, dass
mehrere Optima bei Vektoroptimierungsproblemen oder bei multimoda-
len Zielfunktionen gefunden werden konnen. Da keinerlei Informationen
iiber die Zielfunktion, abgesehen von den Funktionswerten, benotigt und
auch keine Bedingungen an die Zielfunktion gestellt werden, eignen sich
evolutionédre Algorithmen auch bei nicht linearen und unstetigen Zielfunk-
tionen.

Zum Abschluss dieser kurzen Einfiihrung in genetische Algorithmen als
eine Form evolutioniirer Algorithmen soll Abbildung 1.2 einen Uberblick
zur Einordung und eine Zusammenfassung der gebriuchlichsten Arten der
evolutiondren Algorithmen bieten. Unabhéngig voneinander wurden drei
Gruppen von Algorithmen entwickelt, welche Evolutionsprozesse simulie-
ren. Alle drei Gruppen werden heute als evolutionire Algorithmen zusam-
mengefasst.

1.2. Inhalt und Ziel der Diplomarbeit

Es gibt mehrere Versuche, das Verhalten genetischer Algorithmen mathe-
matisch zu erfassen und zu begriinden. Einen Ansatz bietet der Schemen-
satz von Holland [11]. Dieser bietet eine untere Schranke fiir die erwar-
tete Anzahl von Individuen mit wiinschenswerten Eigenschaften in der
Folgepopulation. Der Kernpunkt dieser Arbeit wird die Herleitung eines
modifizierten Schemensatzes sein, welcher eine Verbesserung der erwihn-
ten Schranke bieten soll. Bevor dies getan werden kann ist es notig, die
genetischen Operatoren zu konkretisieren und mathematisch zu erfassen.
Die recherchierte Literatur bietet fiir das Letztere keine oder keine zufrie-
den stellende Ansitze. Eine weitere Zielstellung dieser Arbeit ist daher die
mathematische Beschreibung der Funktionsweise eines konkreten geneti-
schen Algorithmus. Die Vorbereitung fiir die Herleitung der Modifikation
des Schemensatzes von Holland, sowie derselbige befinden sich in Kapi-
tel 2.



1.2. Inhalt und Ziel der Diplomarbeit

Evolutionare Algorithmen

Genetische Algorithmen

Evolutionsstrategien

Evolutionare Program-
mierung

Bezeichnung wurde ur-
springlich von Bagley (2)
gepragt.

Genetische Algorithmen sind
evolutiondre Algorithmen,
bei denen die Objekte des
Suchraumes bindr kodiert
werden.

Evolutionare Algorithmen, bei
denen nicht nur die Individu-
en der Population den
Evolutionsprozess durch—
laufen, sondern auch die
Kontrollparameter der gene-
fischen Operatoren

@2B.pc undppy ) (18).

Programmierung von
evolutiondren Algorithmen,
wobei die Objekte des
Suchraumes endliche
Automaten sind (3).(4).

Genetische Program-
mierung

Genetische Algorithmen,
deren Individuen Computer—
programme sind. (13)

Abbildung 1.2.: Ubersicht zu evolutioniren Algorithmen

Kapitel 3 wird sich mit der numerischen Verifikation der beiden Sétze
beschiftigen. Verschiedene Beziehungen zwischen den beiden Sitzen und
Einflussfaktoren auf den genetischen Algorithmus werden untersucht und
erklart. Weiterhin wird die Mutationswahrscheinlichkeit fiir einen geneti-
schen Algorithmus optimiert. Ein Optimierungsproblem dieser Art kommt
sehr hiufig in der Praxis vor. Die Leistung eines genetischen Algorithmus
ist sehr stark von der Wahl der Mutationswahrscheinlichkeit abhéingig. Ist
diese Wahrscheinlichkeit ungiinstig gewéhlt, kann es geschehen, dass keine
sinnvolle Losung fiir das untersuchte Problem gefunden wird.

Eine der unzihligen Anwendungsmoglichkeiten von evolutionédren Al-
gorithmen wird in Kapitel 4 prisentiert. Hier wird ein Projekt vorgestellt,
welches einen evolutiondren Algorithmus nutzt. Gleichzeitig demonstriert
dieser Anwendungsfall die erstaunliche Leistungsfahigkeit dieser stocha-
stischen Verfahren.
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2. Der Schemensatz von J. Holland

Im Kapitel 1 wurde ein grober Uberblick iiber die Arbeitsweise von ge-
netischen Algorithmen gegeben. Zu Beginn dieses Kapitels sollen einige
Grundbausteine eines solchen Algorithmus, also einige genetische Opera-
toren, konkretisiert und mathematisch formuliert werden. Das Ziel ist die
Beschreibung der genetischen Operatoren als mathematische Operatoren.
Durch die Konkretisierung der genetischen Operatoren erhilt man einen
speziellen genetischen Algorithmus, welcher in dieser Arbeit ,,einfacher ge-
netischer Algorithmus“ genannt und in Abschnitt 2.1 beschrieben wird.

Um das Verhalten von genetischen Algorithmen besser zu verstehen
und genauere Aussagen dariiber treffen zu konnen, werden verschiedene
Modellierungsansitze fiir genetische Algorithmen verfolgt. Zum Beispiel
modelliert Vose [21] die Population, auf der die genetischen Operatoren
wirken, als dynamisches System. Andere Ansétze nutzen Markov-Prozesse
oder Methoden der statistischen Mechanik. Die hier vorliegende Arbeit
beschéftigt sich jedoch mit der Schematheorie, welche Holland [11] ent-
wickelt hat, um ein Versténdnis fiir die Wirkungsweise von genetischen Al-
gorithmen zu erhalten. Mit dem sogenannten Schemensatz zeigt Holland,
dass sich bestimmte Klassen von Individuen mit wiinschenswerten Eigen-
schaften exponentiell schnell in der Population ausbreiten und versucht
damit, eine Erkldrung fiir das in der Praxis bewihrte schnelle Finden ei-
ner hinreichend guten Lésung zu geben. In Abschnitt 2.2 wird die Schema-
theorie vorgestellt, mit der die Demonstration des besagten Schemensatzes
erleichtert wird. Die Herleitung des Schemensatzes von Holland befindet
sich in Abschnitt 2.3. In Abschnitt 2.4 wird anschliefflend der Schemensatz
modifiziert, um genauere Aussagen tiber die Entwicklung der erwéihnten
Klassen von Individuen zu erhalten.

2.1. Der einfache genetische Algorithmus

Genetische Operatoren wurden bereits in Abschnitt 1.1 vorgestellt. Sie
modellieren die der Evolutionstheorie entnommenen Evolutionsfaktoren.
Genetische Operatoren konnen beliebig variiert und an das zu unter-
suchende Problem angepasst werden. Daher ist es notwendig, sich vor
Beginn der Untersuchungen auf ein konkretes Modell eines genetischen
Algorithmus zu einigen, welches auf das Wesentliche reduziert ist. Die
Schwerpunkte werden in dieser Arbeit auf die proportionale Fitnesszuwei-
sung, die Selektion der am besten an die Umwelt angepassten Individu-
en (=fitnessproportionale Selektion), die einfachste Form des Kreuztau-
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sches (=1-Punkt Kreuztausch) und die Mutation auf bindren Zeichenket-
ten (=bitweise Mutation) gesetzt.

Definition 2.1 Ein einfacher genetischer Algorithmus ist ein genetischer
Algorithmus, bei dem die genetischen Operatoren proportionale Fitnesszu-
weisung, fitnessproportionale Selektion, 1-Punkt Kreuztausch und bitwei-
se Mutation implementiert sind und diese in der gemannten Reihenfolge
auf die Population angewendet werden. Die Folgepopulation besteht aus-
schliefllich aus den transformierten oder nicht transformierten Nachkom-
men.

In dieser Arbeit wird der einfache genetische Algorithmus nur fiir Op-
timierungsprobleme genutzt, welchen eine Maximierungsaufgabe einer re-
ellwertigen nichtnegativen Zielfunktion z zu Grunde liegt. Liegt eine Mini-
mierungsaufgabe vor, so transformiert man diese durch Negierung der Ziel-
funktion in eine Maximierungsaufgabe. Besitzt eine Zielfunktion z auch
negative Werte, so betrachtet man

Z(x):{é(x)+K . fiir z mit 2(z) > - K K cRF

0 : sonst

als neue Zielfunktion, wobei K so grof} sein sollte, dass mindestens ein Ziel-
funktionswert von z positiv ist. Ist die Zielfunktion z nicht reellwertig, so
muss auch hier eine Ersatzzielfunktion betrachtet werden, die reellwertig
ist und deren Maxima mit denen von % iibereinstimmen.

Die Lénge der Chromosomen wird mit [ bezeichnet. Die Populations-
grofe soll gerade sein, um die Durchfiihrbarkeit des 1-Punkt Kreuztausches
zwischen jeweils zwei Individuen zu gewéhrleisten. Die Populationsgrofie
wird mit 2n (n € N) bezeichnet. Weiterhin werden die Individuen nicht
nur mit den Elementen des Suchraumes, welche sie reprisentieren, sondern
auch mit ihren Chromosomen identifiziert. Die Chromosomenschreibweise

fiir ein Individuum z ist z = (z', 22,... ,2%).

2.1.1. Das mathematische Modell

Um den einfachen genetischen Algorithmus von dem mathematischen Ver-
fahren, welches dem Algorithmus zu Grunde liegt und hier formuliert wer-
den soll, zu unterscheiden, wird dem Verfahren der Name , genetisches
Verfahren“ gegeben. Ein einfacher genetischer Algorithmus soll also eine
Implementierung des genetischen Verfahrens sein. An dieser Stelle wird
noch einmal daran erinnert, dass es sich um ein stochastisches Verfahren
handelt. In der recherchierten Literatur befinden sich keine oder keine, fiir
die Zwecke dieser Arbeit, brauchbaren mathematischen Beschreibungen ei-
nes genetischen Algorithmus. Daher werden im Folgenden mathematische
Operatoren eingefiihrt, welche als Grundlage fiir die genetischen Operato-
ren des einfachen genetischen Algorithmus dienen kénnen.

Das genetische Verfahren konstruiert, ausgehend von einer Population
Py eine Folge von Populationen {P;};>1, also Mengen von Elementen aus 2,
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2.1. Der einfache genetische Algorithmus

in denen ein Element mehrfach auftreten kann. Die Folgepopulation wird
erzeugt, indem die einzelnen mathematischen Operatoren nacheinander
auf die Population P, angewendet werden.

Eine Population ist, wie bereits erwdhnt wurde, eine ungeordnete 2n-
elementige Menge mit Elementen aus dem Suchraum 2(. Um die Population
zur Generation ¢ mathematisch zu formulieren, wird zunéchst P als die
Menge aller moglichen Populationen der Grofle 2n definiert:

P = A",

Dabei ist 2A2n die Faktorgruppe oder die Menge der Aquivalenzklassen zu
der Aquivalenzrelation ~:

=g [~

Fiir die Aquivalenzrelation gilt:

(a1,...  a9,) ~ (ay,... ,ay,) & 3ITE Soy: a), = arp)
VE € {1,...,2n},

wobei Sy, die symmetrische Gruppe der Ordnung 2n ist. Nun kann ei-
ne Funktion P : Ny — P definiert werden, die jedem Zeitschritt ¢ eine
Population aus P zuordnet:

P(t) =: Pt-

Nun sind P und P; genau definiert und kénnen zur Beschreibung der ge-
netischen Operatoren genutzt werden.

Der Operator der proportionalen Fitnesszuweisung wird folgenderma-
en definiert:

Definition 2.2 Die proportionale Fitnesszuweisung ist eine Abbildung F
von dem Suchraum 2 in die Menge der positiven reellen Zahlen, die fol-
gendermaflen beschrieben ist:

F @ A—Ry

azlx) : x€D(z
F(a:) - { 0() : soist.() a>0

Der Wert F(z) heifit Fitnesswert des Elementes z € 2. Die propor-
tionale Fitnesszuweisung ordnet jedem Element aus 2( einen Fitnesswert
zu, welcher gleich dem Zielfunktionswert von z multipliziert mit einem
Proportionalitdtsfaktor a ist. Der Fitnesswert eines Elementes ist also pro-
portional zu seinem Zielfunktionswert. Durch die Beschrinkung des Op-
timierungsproblems auf Maximierungsprobleme und die Definition von F
ist gesichert, dass jedes Element einen nichtnegativen Fitnesswert besitzt.
Es ist zu beachten, dass der Fitnesswert unabhéingig von der Generation
t ist.

11



2. Der Schemensatz von J. Holland

Bezeichnung 2.3 Der durchschnittliche Fitnesswert der Population P
wird mit F, bezeichnet:

Definition 2.4 Eine Funktion
fo : B(P,) — R[0, 1]

heifst Fitnessfunktion zu einer Abbildung F : 4 — RS, wenn gilt:

% . wenn F(y) =0Vy € P,
a ry) = J\¥) =
(a) fil{z}) = fi(x) 5(?@) wenn Iy € P, : F(y) >0
YyEP

22n 922n
(b) fi (U AZ-) = Z fi(A;)  fir paarweise disjunkte A; € P(P;).
i=1 i=1

Der Wert f,(z) wird relative Fitness oder auch relativer Fitnesswert
von z genannt und ist von P, abhéngig.

Fiir die mathematische Beschreibung der fitnessproportionalen Selek-
tion sind mehrere Schritte notwendig. Zum einen wird eine Bijektion n} :
P, — {1,2,... ,2n} =: Q definiert, die dazu dient, die Individuen von P,
durchzunummerieren, und zum anderen wird ein Wahrscheinlichkeitsraum
konstruiert.

Hilfssatz 2.1 Das Tupel (Q,B(2), fi) beschreibt einen Wahrscheinlich-
keitsraum.

Beweis: Damit (Q,B(Q2), f;) einen Wahrscheinlichkeitsraum beschreibt,
muss Folgendes gezeigt werden:

a) Q ist eine nicht leere Menge.
b) P(Q) ist eine o-Algebra iiber Q.
¢) fi ist ein Wahrscheinlichkeitsma$.

zua) Q=1{1,2,...,2n} ist eine nicht leere Menge.

zu b) P(Q) erfiillt die Bedingungen fiir eine o-Algebra iiber Q nach [22].
Der Beweis hierfiir wird an dieser Stelle nicht durchgefiihrt.

zu ¢) aus [22]:

,Ist  eine Ergebnismenge und ist 2( eine o-Algebra von Ereignissen iiber
Q, so heifdt eine Abbildung P : 2 — R ein Wahrscheinlichkeitsmafs, wenn

gilt: (i) P(A) > 0 fiir alle 4 € 2, (i) P(Q) = 1, (iii) P ([;jl Ai> — i:;l P(A))

fiir paarweise unvereinbare Ereignisse A; € .“
Es muss gezeigt werden, dass f; die Bedingungen (i) bis (iii) erfiillt.

12



2.1. Der einfache genetische Algorithmus

zu (i) Nach Definition von f; : P(P;) — R[0, 1] ist (i) erfiillt.

zu (iii) Die Bedingung (iii) ist ebenfalls durch die Definition erfiillt.

zu (ii) Die Abbildung n} ist eine Bijektion n} : P, — Q. Somit kann
geschrieben werden:

(@) = fu(P) = fu ( U 115) @ > filz).

zEP; zEP;

Nun sind zwei Fille auf Grund der Definition von f; zu unterscheiden:
1. Fall: F(z) =0 Vz € P, dann ist
M hle)=> L |P,| = 2n.
2n 2n ’

rzeP; TzEP;

2. Fall: 3z € P, : F(x) > 0, dann ist

o) _n
DR ICIE PRI s MY
F F
veht reP yg;)t (y) ygf:)t (y)
Somit ist (ii) erfiillt und der Hilfssatz bewiesen. O

Mit Hilfe der Bijektion n; kann eine Zufallsgrofie X; : © — Q iiber
dem Wahrscheinlichkeitsraum (2,B(Q), f;) definiert werden:

Xi(w) = nj(z), wenn das Individuum z ausgewihlt wurde
= n,(z) mit der Wahrscheinlichkeit f;(z),z € P;,w € Q.

Das Ergebnis eines zufilligen Experimentes ist w. Wird das Zufallsexpe-
riment fiir X; genau 2n-mal wiederholt, so bezeichnet X;(w;), w; € Q, das
Ereignis, welches im i-ten Versuch eingetreten ist. Die Menge der Versuch-
sergebnisse wird mit S; bezeichnet:

Sy = {Xi(w1), Xi(w2), ..., Xi(wan)}-

Da n; eine Bijektion zwischen P, und Q definiert, beschreibt S; eine 2n-
elementige Menge von Individuen aus P;, in der ein Individuum auch
mehrfach auftreten kann. Nun ist es moglich den Selektionsoperator zu
definieren:

Definition 2.5 Die fitnessproportionale Selektion Os mit der Fitnessfunk-
tion f; ist eine Abbildung

Og : P—P mit
Os(Pt) = St.

Die Elemente von Og(P;) werden ebenfalls als Individuen bezeichnet.
In Worten ausgedriickt ist Og(P;) eine Menge von Individuen aus P, wobei
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Abbildung 2.1.: Beispiel fiir einen Kreuztausch zwischen 7 und zs mit der
Kreuzungsstelle k = 2.

die Wahrscheinlichkeit, dass sich ein Individuum z € P, auch in der Menge
Os(P;) befindet, fi(z) ist.

Ein Kreuztausch zwischen zwei Individuen aus Og(P;) findet mit einer
Wahrscheinlichkeit von p, statt. Zwei Individuen 1,25 werden gekreuzt,
wenn ein Kreuztausch zwischen ihnen stattfindet. Dieser erfolgt, indem
eine Kreuzungsstelle £ in den Chromosomen der beiden Individuen aus-
gewihlt wird und zwei neue Elemente gebildet werden, von denen eines
aus den ersten k£ Allelen von z; und den letzten (I — k) Allelen von x5 be-
steht. Das andere Element besteht aus den ersten k Allelen von z, und den
letzten (I — k) Allelen von z;. Abbildung 2.1 veranschaulicht den Vorgang.

Nun folgt die mathematische Beschreibung des Kreuztausches. Die De-
finition des Kreuztauschoperators wird nicht speziell fiir Og(P;) hergelei-
tet, sondern fiir eine beliebige 2n-elementige Menge M € P, deren Elemen-
te in 2 liegen, also mit der Chromosomenschreibweise dargestellt werden
kénnen.

Fiir die Anordnung der Elemente von M zu n Paaren wird die Bijektion
ng : M — Q definiert. Dann beschreibt die Menge

C = {{331,332}, {zs,z4},... ,{x2n,1,x2n}} mit z = Tny(z) VT EM

eine Menge von n Paaren der Elemente von M. Dabei tritt jedes Element
von M nur einmal auf.

Sei O eine Ergebnismenge und f. : PB(2;) — R ein Wahrscheinlich-
keitsmaf}, welches die Kolmogoroffschen Axiome erfiillt und fiir welches
gilt:

1l—p. : k=0
k) = k€ Q.
fc() {pcﬁ . kyéO 1

Das Tupel (Q1,B(24), f.) bildet ebenfalls einen Wahrscheinlichkeits-
raum. Eine Zufallsgréfle Y : Q; — {0,1,... ,[—1} wird iiber diesen Wahr-
scheinlichkeitsraum definiert mit:

0 : es findet kein Kreuztausch statt
Yw) = k : es findet ein Kreuztausch statt und die Kreu-
zungsstelle ist k € {1,...,l —1}

= k mit Wahrscheinlichkeit f.(k),w € Q1,k € {0,1,... ,l —1}.
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2.1. Der einfache genetische Algorithmus

Das Wahrscheinlichkeitsmaf} f. wurde eingefiihrt, um die Wahrschein-
lichkeit, dass zwei Elemente an der Kreuzungsstelle k gekreuzt werden,
beschreiben zu kénnen. Die Kreuzungsstelle kann zwischen 1 und (I — 1)
variieren. Es wurde ein zusitzliches Ereignis k£ = 0 eingefiihrt, welches
dasjenige Ereignis symbolisiert, bei dem kein Kreuztausch zwischen zwei
Elementen stattfindet. Da die Kreuztauschwahrscheinlichkeit p. betrégt,
ist f.(0) = 1—p,. die Wahrscheinlichkeit, dass zwei Elemente nicht gekreuzt
werden. Findet ein Kreuztausch statt, so ist f.(k) = pcﬁ die Wahrschein-
lichkeit, dass die Kreuzungsstelle an der Stelle & gew&hlt wurde. Damit
ist gesichert, dass die Kreuzungsstelle gleichméflig zwischen 1 und (I — 1)
verteilt ist.

Ein Zufallsexperiment fiir Y wird n-mal (fiir alle n Paare) wiederholt.
Das Ereignis im i-ten Versuch ist Y (w;).

Nun wird eine Abbildung x definiert:

ko Cx{0,1,...,1—1} — A xA

i1, : k=0 .
o) = { R RE

Seien z9;_1 und z; in Chromosomenschreibweise

T2i—1 = (9552'—1,--- a$l2i—1)
T2 = (x%ia"' 7xl2z')a
dann ist
Boict = (Thimys--o T g, w5 s, Th)
Fgi = (... ,fpgi,xg:ll,... ,azéifl).
Die Menge

K = {n({xl,xg},Y(wl)),... ,n({xgn_l,xgn},Y(wn))}

ist eine Menge von Paaren aus Elementen von 2. Ein Paar kann aus zwei
Elementen von M bestehen (wenn kein Kreuztausch zwischen ihnen statt-
fand) oder aus zwei Elementen von 2, die beim Kreuztausch zwischen zwei
Elementen aus M entstanden sind. Nun werden die Paare von K’ vereinigt,
damit man mit einer Menge von Elementen aus 2 arbeiten kann:

K = {m({xl,xg}, Y(w))U...U h}({xgn_l,xgn},Y(wn))}

= Un({xgi_hmi},Y(wi))-
i=1

Mit der Hilfe von K kann der Kreuztauschoperator definiert werden:

Definition 2.6 Der 1-Punkt Kreuztauschoperator Oy ist eine Abbildung

OK : P—P mit
Ox(M) = K.
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2. Der Schemensatz von J. Holland

Wird Ox auf eine Menge M angewendet, so werden je zwei Elemente
von M mit der Wahrscheinlichkeit p, gekreuzt. Findet ein Kreuztausch
zwischen zwei Elementen statt, so werden sie an einer gleichméflig im
Chromosom verteilten Stelle gekreuzt. Das Resultat des 1-Punkt Kreuz-
tauschoperator ist eine Menge, die aus gekreuzten oder ungekreuzten Ele-
menten von M besteht.

Nun soll der Mutationsoperator formuliert werden. Dieser wird eben-
falls allgemein fiir eine 2n-elementige Menge M € P mit Elementen aus
2 definiert. Die Elemente von M miissen in Chromosomenschreibweise
darstellbar sein. Jedes Allel eines Chromosoms wird mit der Mutations-
wahrscheinlichkeit p,, mutiert. Findet eine Mutation statt, so wird eine
, 1 durch eine ,,0“ ersetzt und umgekehrt.

Zu Beginn werden die Elemente von M mit Hilfe der Bijektion nj :
M — Q nummeriert. Es wird der Ergebnisraum Qs und das Wahrschein-
lichkeitsmaf} f,, : P(22) — R eingefiihrt. Fiir f,, soll gelten:

R L

Damit ist das Tupel (Q2,B(Q2), fin) ein Wahrscheinlichkeitsraum iiber dem
die Zufallsgréfie Z : Qy — {0, 1} definiert wird:

Zw) = 0 : es findet keine Mutation statt
N 1 : es findet eine Mutation statt

B { 0 : mit der Wahrscheinlicheit f,,(0) weQ
= 5.

1 : mit der Wahrscheinlicheit f,,(1)

Die Zufallsgrofle Z beschreibt das Ereignis, ob eine Mutation an einem
Allel stattfindet oder nicht. Das Zufallsexperiment fiir Z wird fiir jedes
Element von Q genau [-mal durchgefiihrt. Das Ereignis des j-ten Versuches
fiir das i-te Element ist Z%(w;).

Es wird eine Abbildung m; definiert, die einem Element dasjenige Chro-
mosom zuordnet, welches bei Stattfinden der Mutation dieses Elementes
am j-ten Allel entsteht:

mj  Ax{0,1} — A

(z',... 27, zh) : g=0
(z',

i(#4) Gl TN =gl It 2l s g=1

Nun wird die Abbildung m eingefiihrt, welche einem Element dasjenige
Element zuordnet, welches nach I Zufallsexperimenten fiir Z entsteht:
m = A—A
m(x;) = ml(---mg(ml(xi,Zi(wl)),Zi(wg))--- ,Zi(wl)>

Damit kann nun die Menge M’ als Menge der Elemente aus 2, die nach
dem Stattfinden oder Nicht-Stattfinden von Mutationen an den Allelen der
Chromosomen von M entstanden ist beschrieben werden:

M' = {m(z1),m(x2),... ,m(van)}

Mit der Hilfe von M’ kann nun der Mutationsoperator definiert werden:
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2.1. Der einfache genetische Algorithmus

Definition 2.7 Der bitweise Mutationsoperator Oy ist eine Abbildung

OM : P—P
On(M) = M.

Nach der Definition der Operatoren F, Og, Oy und Oy, kann nun das
genetische Verfahren beschrieben werden: Ist eine Anfangspopulation P
gegeben so erzeugt es eine Folge von Populationen {P,};>; mit folgender
Iterationsvorschrift:

Piy1 = Oy (0k (0s(P))) t € Np.

Zu Beginn einer Iteration werden also die Individuen von P, selektiert
und auf diese der Kreuztauschoperator angewendet. Auf die resultierenden
Elemente wird der Mutationsoperator angewendet.

Mit den in diesem Abschnitt eingefiihrten Bezeichnungen und Opera-
toren ist es in spiteren Abschnitten dieses Kapitels moglich, den Sche-
mensatz von Holland herzuleiten und zu modifizieren.

2.1.2. Anmerkungen zum einfachen genetischen Algorihmus

Die Werte fiir die Wahrscheinlichkeiten p,, und p. werden bei dem ein-
fachen genetischen Algorithmus konstant gesetzt, sind also nicht von der
Generation ¢ abhéngig. In der Praxis werden hiufig p. nahe 1 und p,, nahe
0 gewahlt, da fiir diese Belegung gute Ergebnisse erzielt wurden.

Beim einfachen genetischen Algorithmus werden die genetischen Ope-
ratoren proportionale Fitnesszuweisung, fitnessproportionale Selektion, 1-
Punkt Kreuztausch und bitweise Mutation auf die Population P; solange
angewendet, bis ein bestimmtes Abbruchkriterium erfiillt ist.

Mochte man die Wahrscheinlichkeit untersuchen, dass zwei Individuen
aus P, miteinander gekreuzt werden, so benotigt man die Wahrscheinlich-
keit, mit der diese zwei Individuen durch die Selektion ausgew#hlt und
zusammen als Paar angeordnet werden. Hierfiir wird folgender Satz her-
geleitet:

Hilfssatz 2.2 Bildet man n Paare aus 2n Elementen, so hat man hierfiir

T(2n) = (2n—1)T(2n—2)
TO) = 1

verschiedene Maglichkeiten.

Ist n = 2, so gibt es drei verschiedene Moglichkeiten, vier Elemente a,b,c
und d zu zwei Paaren zu ordnen:
1.Moglichkeit : (a,b) und (c,d)
2.Moglichkeit : (a,c) und (b,d)
3.Moglichkeit : (a,d) und (b,c)
Beweis zu 2.2 Der Beweis erfolgt durch Induktion.
Induktionsanfang: n=1
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2. Der Schemensatz von J. Holland

T(2) = 1 ist korrekt, da zwei Elemente nur auf eine Art ein Paar bilden
kénnen.
Induktionsannahme: T(2n) = (2n — 1)T(2n — 2) sei richtig fiir n = k.
Induktionsbeweis fir k + 1:
Betrachtet wird ein beliebiges Element zy aus den 2(k + 1) Elementen.
So gibt es fiir zp insgesamt 2(k + 1) — 1 mogliche Partner, mit denen
es als Paar angeordnet werden kann. Es wird ein Paar mit z, gebil-
det. So bleiben 2(k + 1) — 2 = 2k Elemente, die zu k¥ Paaren angeord-
net werden sollen. Fiir sie gibt es T'(2k) mogliche Paarbildungen. Also ist
T(2(k +1)) = (2(k +1) — 1)T(2k).

O

Es interessierte die Wahrscheinlichkeit, mit der zwei Individuen z{, z2
aus P, als Paar bei der Anwendung des 1-Punkt Kreuztausches angeord-
net werden. Der Kreuztauschoperator wird auf die Individuen von Og(F;)
angewendet, also miissen z; und zy in Og(P;) sein. Ein Element z € P,
befindet sich mit einer Wahrscheinlichkeit von f;(z) in Og(P;). Daher ist
fiir z1, 2o € P, die Wahrscheinlichkeit,

. . T(2n —2
P*(zy und z9 bilden ein Paar) = Wft(ml)ft(i@)
B T(2n —2)
1

= 2n_1ft(x1)ft(x2)- (2.1)

Die Wahrscheinlichkeit P* ist das Produkt der Wahrscheinlichkeiten,
dass 21 und zo selektiert und als Paar angeordnet werden. Die Anzahl an
Moglichkeiten, bei denen z; und zy ein Paar sind ist T'(2n — 2) und T'(2n)
ist die Gesamtanzahl an moglichen Paarbildungen mit 2n Individuen.

Um die Untersuchungen zu vereinfachen, wird statt (2.1) die Wahr-
scheinlichkeit

P(z; und x5 bilden ein Paar) := fi(z1) fi(z2) (2.2)

betrachtet. Dies wiirde bedeuten, dass die Selektion implizit in der Paar-
bildung beim Kreuztausch enthalten ist. Mit anderen Worten werden die
Individuen der Population in Paare angeordnet, wobei die Wahrscheinlich-
keit eines Individuums z als Teil eines Paares ausgewéhlt zu werden, f;(z)
betrigt. Der Vorgang des Auswihlens und anschlieflenden Paarbilden wird
also abgekiirzt.

Fiir den Kreuztausch wird mit (2.2) O (Og(P;)) ersetzt durch Og (P,).
Der Operator Ok ist dabei ein Kreuztauschoperator mit impliziter Selek-
tion. Er unterscheidet sich von O in der Bildung der Menge C, die aus
Paaren von Elementen der Menge, auf die der Operator angewendet wird,
besteht. Die Menge C hatte die Form

C = {{331,332}, {zs,24},... ,{xQH,l,fEQH}} mit z = Tpy(zy VT € M.
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Bei der Anwendung von O auf M wird C derart gebildet, dass jedes
Element von M in C vertreten ist. Bei dem Operator Ok soll die Bildung
von C durch die Zufallsgréfie X; erfolgen. Diese Zufallsgréfle wurde fiir die
Selektion iiber dem Wahrscheinlichkeitsraum (92, 3(Q2), f;) definiert:

Xi(w) = nj(z), wenn das Individuum = ausgewihlt wurde
= n,(z) mit der Wahrscheinlichkeit f;(z),z € P;,w € Q.

Damit kann C folgendermaflen gebildet werden:
C= {{Xt(wl)a Xt(wQ)}a {Xt(w?))a Xt(w‘l)}a SR {Xt(c")?n*l)a Xt(wQTL)}}'

Der Kreuztauschoperator Og bildet somit die Grundlage fiir den Kreuz-
tausch mit impliziter Selektion. Wird im Folgenden von ,Selektion“ ge-
sprochen, so handelt es sich dabei um ein Konstrukt, das die Menge der
Individuen, die zum Kreuztausch ausgewihlt werden beschreibt.

2.2. Einfithrung in die Schematheorie

In diesem Abschnitt wird eine kurze Einfiihrung in die Schematheorie
gegeben. Die Bezeichnungen sind an [11] angelehnt. Die Schematheorie
beschreibt die Konstruktion von Schemen. Diese sind von der verwen-
deten Kodierung abhéngig. Zunéichst wird die allgemeine Konstruktion
von Schemen beschrieben und im Anschluss daran die Spezialisierung auf
Schemen in genetischen Algorithmen durch die bindre Kodierung.

Der Ausgangspunkt der Schematheorie ist die Suche nach einer Mo6g-
lichkeit, die Elemente des Suchraumes miteinander zu vergleichen. Dabei
wird vom direkten Vergleich der Zielfunktionswerte abgesehen.

Um bestimmte Eigenschaften der Elemente quantifizieren zu kénnen,
werden Detektoren definiert.

Definition 2.8 Fin Detektor § ist eine Abbildung des Suchraumes 2A in
den Wertevorrat V. Der Definitionsbereich ist 2.

§:A—V mit  D(6) = 2.
Die Menge von Detektoren wird mit A bezeichnet:
A={6:A—V,i=1,..., m} meN

Dabei ist V; der Wertevorrat des i-ten Detektors und m die Anzahl der
Detektoren.

Mit Hilfe der Detektoren erhélt jedes Element z € 2 eine Darstellung
mit dem geordnetem Tupel (1(z), d2(z), ... ,dn(z)).

Es ist nicht immer von Interesse, den Wert eines bestimmten Detek-
tors zu kennen. Fiir diesen Fall wird das Symbol ,x“ eingefiihrt. Damit

19



2. Der Schemensatz von J. Holland

beschreibt das Tupel (vi,x,...,%,v) mit v; € V; und v, € V; die Menge
aller Elemente z € 2, fiir die gilt:

(51(1‘) = V1
(z) = v .

Die Werte aller anderen Detektoren do(x),...,d—1(z) sind hierbei nicht
von Belang.

Definition 2.9 Fin Schema ist ein m-Tupel aus der Menge

m

[T{viu{ey

i=1

Ist H = (s1,82,... ,5m), so beschreibt H die Menge aller Elemente aus 2,
fiir welche gilt:

di(x) =s; falls s; #% Yi=1,... ,m.
Das Schema wird mit der Menge, die es beschreibt identifiziert.

Bezeichnung 2.10 Die Menge aller Schemen wird mit = bezeichnet:

==[[{vu ).

Jedes Schema unterteilt den Suchraum 2 in zwei Teilmengen, in H und
2\H. Ein Element z € 2 heifit Vertreter eines Schemas H, falls z € H.
Eine Position k (k = 1,...,m) eines Schemas H = (s, 82,...,8m) heifit
fixiert, wenn sj # *.

Bezeichnung 2.11 Die Anzahl der Vertreter eines Schemas H in der
Population P, wird mit m(H,t) = |{P, N H}| bezeichnet.

Definition 2.12 Die durchschnittliche Fitness F,(H) eines Schemas in
der Population P; ist

F(H) = —— 3 Fa).

m(H, 1) zePNH
Definition 2.13 Die relative Fitness f;(H) eines Schemas H ist die Sum-

me der relativen Fitnesswerte der Vertreter des Schemas, die sich in der
Population P; befinden:

fi(H) = Z fi(x).

rePiNH
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2.2. Einfiihrung in die Schematheorie

Zeichen—

positionen a=1a=2 a=3 a=4 a=5 a=6 a=I-1 a=l
Schema |D|D EIJ |OD| |O| |1 |O|
g\?/'ggﬁg;_ M hy hg Nary-1 Nagy
rume
Eigenschaften: Ordnung oH)=1-4
Lange S(H)=1-4
h, =4
h,=5
N =1—1

Abbildung 2.2.: Bezeichnungen an einem Schema.

Definition 2.14 Die Ordnung o(H) eines Schemas H € = ist die Anzahl
der fixierten Stellen von H.

Definition 2.15 Die Linge 6(H) eines Schemas H € = ist die Differenz
zwischen der ersten und der letzten fixierten Stelle von H.

Beginnend bei der ersten fixierten Position eines Schemas H werden
die Zeichenzwischenrdume mit Ay bis hs bezeichnet.

Fiir den einfachen genetischen Algorithmus werden die Detektoren fol-
gendermaflen spezialisiert: Die Anzahl m der Detektoren ist identisch mit
der Chromosomenlénge [ und der Wertevorrat jedes Detektors ist die Men-
ge der moglichen Allele an einem Gen:

Vi={0,1} i=1,...,1.

Weiterhin wird festgelegt, dass der i-te Detektor das Allel am i-ten Gen
wiedergeben soll:

0 : das Allel am i-ten Gen von z ist eine 0
0; (:E) = x € 2.

1 : das Allel am i-ten Gen von z ist eine 1

Abbildung 2.2 veranschaulicht die Bezeichnungen an einem Schema fiir
den einfachen genetischen Algorithmus.

In diesem Abschnitt wurde gezeigt, wie ein Schema mit Hilfe von De-
tektoren konstruiert werden kann. Ein Detektor wird dabei als Hilfsmit-
tel benutzt, mit dem gewisse Eigenschaften der Elemente von 24 quanti-
fiziert werden konnen. Ein Schema vereinigt die Elemente zu einer Men-
ge, die dieselben Ausprigungen bestimmter Eigenschaften besitzen. Somit
erméglichen Schemen eine Unterteilung des Suchraumes. Mit dieser Un-
terteilung ist es wiederum moglich, die Elemente untereinander beziiglich
ihrer Ausprigung bestimmter Eigenschaften zu vergleichen.

Beim einfachen genetischen Algorithmus werden zur Konstruktion der
Schemen genau so viele Detektoren benutzt, wie die Chromosomen lang
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2. Der Schemensatz von J. Holland

sind. Der i-te Detektor beschreibt dabei das Allel am i-ten Gen eines Chro-
mosomes. Ein Schema teilt dann den Suchraum in zwei Mengen, wovon die
eine aus Elementen besteht, deren Chromosomen an bestimmten Genen
dieselben Allele besitzen.

2.3. Herleitung von Hollands Schemensatz

In diesem Abschnitt soll Hollands Schemensatz vorgestellt, hergeleitet und
anschlieflend interpretiert werden. Betrachtet wird dabei ein einfacher ge-
netischer Algorithmus mit der Population P,.

2.3.1. Hollands Schemensatz

Satz 2.3 (Hollands Schemensatz) In einem einfachen genetischen Al-
gorithmus qilt fir die erwartete Anzahl von Vertretern eines Schemas H
in der Folgegeneration (t +1) [11]:

E(m(H,t+1)) =E ‘{Pt+1 N H}‘

>m(H, t)@ <1 —pc@(l - ft(H))> (1 —pm)"D

F; [—1
(2.3)

Bezeichnung 2.16

() =m0 (1 0 pny) 1

Im Folgenden soll der Satz 2.3 hergeleitet werden. In einem einfachen
genetischen Algorithmus ist die fitnessproportionale Selektion implemen-
tiert. Bei diesem Selektionsoperator ist die Wahrscheinlichkeit eines Indi-
viduums z zum Kreuztausch ausgewéhlt zu werden gleich f;(x). Damit ein
Schema einen Vertreter in der Folgepopulation besitzt, muss ein Vertreter
von H zum Kreuztausch ausgewéhlt werden. Die Wahrscheinlichkeit dafiir
ist die Summe der relativen Fitnesswerte seiner Vertreter in P, also f,(H).
Es werden 2n Individuen fiir den Kreuztausch ausgewéhlt und somit ist
die erwartete Anzahl der ausgewé#hlten Individuen, die Vertreter von H
sind:
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2.3. Herleitung von Hollands Schemensatz

2nfy(H) = 2n Y fi(z)

= m(H, ) (2.4)

Werden zwei Individuen gekreuzt, wovon wenigstens eines ein Vertreter
von H ist, so interessiert, wie wahrscheinlich es ist, dass von den beiden aus
der Kreuzung resultierenden Elemente wenigstens einer ein Vertreter von
H ist. Dazu wird das komplementéire Ereignis betrachtet: Keines der aus
dem Kreuztausch resultierenden Elemente ist ein Vertreter von H. Dieses
Ereignis tritt ein, wenn ein Vertreter von H mit einem Individuum z ¢ H
gekreuzt wird und die Kreuzungsstelle zwischen die fixierten Positionen
von H fallt. Die Wahrscheinlichkeit hierfiir ist:

P(Ii({l"gi,l, ZEQZ'}, k‘) mit {ZEQZ',l, ZEQZ'} N (QL\H) 75 @ und
§(H
ke {hl, ce 7h5(H)}) = pcg (]_ — ft(H))
Damit ist die Wahrscheinlichkeit, dass bei der Kreuzung zweier Indivi-
duen an der Kreuzungsstelle k& wenigstens ein Vertreter von H resultiert:

P(s({zai—1,2z2:}, k) NH #0) > 1 —pcg(l — fi(H)). (2.5)
Man erhélt eine untere Schranke in (2.5), da die tatséchliche Wahrschein-
lichkeit fiir Schemen nach einer Kreuzung Vertreter zu haben grofler ist,
als der in (2.5) gegebene Term. Eine Kreuzung kann auch zwischen einem
Vertreter von H und einem Individuum stattfinden, welches Vertreter ei-
nes Teilschemas ist, das bis zur Kreuzungsstelle mit H {iibereinstimmt.
In diesem Fall wiirden Vertreter von H aus dem Kreuztausch resultieren,
doch dieser Fall wird in (2.5) nicht beachtet.
Findet eine Mutation in einem Element statt, welches ein Vertreter
von H ist, so ist das aus der Mutation resultierende Element ein Vertreter

st F(x) = 0 fiir alle Individuen von P, so erhélt man 2nf;(H) = m(H,t). Dieser Fall ist
n (2.4) fiir Fy(H) = F} enthalten und braucht damit nicht weiter explizit untersucht zu
werden.
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2. Der Schemensatz von J. Holland

von H, wenn keine Mutation an den fixierten Stellen von H stattfand. Die
Wahrscheinlichkeit, dass o( H)-mal keine Mutation in dem Chromosom des
Elementes stattfindet ist

l
P(o(H)-mal keine Mutation) = P (Z Z(w;) <1 — o(H))
i=1

AT

da es (O(ZH)) Moglichkeiten gibt, o(H) Positionen in einem Chromosom der
Lange [ auszuwahlen. Der Ausdruck

l

> Z(wi) <1—o(H)

i=1

bedeutet, dass bei der Summation der Ereignisse, die beim /-maligen Durch-
fiihren des Zufallsexperimentes fiir Z eintreten, die Summe nicht gréfer als
[ —o(H) sein darf, es muss also wenigstens o(H)-mal Z(w;) = 0 eingetreten
sein. In dem Chromosom gibt es nur eine Auswahl von o(H) Positionen,
so dass die fixierten Positionen von H ausgewihlt werden. Folglich ist
die Wahrscheinlichkeit, dass keine Mutation an den fixierten Positionen
auftritt?:

P(m(x) e H) = (0(;{)> (1 _pm)o(H) ( }

= (1 _pm)o(H)- (2.6)

Ein Schema H kann in der Folgepopulation Vertreter besitzen, wenn
Vertreter von H, die sich in der Population befinden, bei der Selektion aus-
gewahlt werden und auch nach dem Anwenden des Kreuztausch- und des
Mutationsoperators Vertreter von H vorhanden sind. Eine untere Schran-
ke fiir die Wahrscheinlichkeit, dass ein Vertreter von H aus dem Kreuz-
tausch eines Vertreters von H mit einem anderen Element resultiert, ist
mit (2.5) gegeben. Die Wahrscheinlichkeit, dass aus der Mutation eines
Vertreters von H ein Element resultiert, welches ebenfalls in H liegt, ist
mit (2.6) gegeben. Gleichung (2.4) beschreibt die erwartete Anzahl von
Vertretern von H, die zum Kreuztausch ausgewéhlt werden. Multipliziert
man diese drei Terme miteinander, so erhdlt man eine untere Schranke
fiir den Erwartungswert der Anzahl an Vertretern eines Schemas H in der
Folgepopulation Py;q:

2Es ist somit auch dieselbe Wahrscheinlichkeit, dass an o( H') beliebig gewihlten Stellen keine
Mutation auftritt.
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2.3. Herleitung von Hollands Schemensatz

E(m(H,t+1)) > m(H,t)——

Somit ist Satz 2.3 bewiesen. O

2.3.2. Interpretation von Hollands Schemensatz

Hollands Schemensatz 2.3 schétzt die Anzahl der in der Folgegeneration
zu erwartenden Vertreter eines Schemas nach unten ab. Die eigentliche Er-
kenntnis aus dem Schemensatz wird jedoch an einer schwécheren Form der
in (2.3) gegebenen unteren Schranke ersichtlich. Diese schwichere Form
ist gegeben durch:

E(m(H,t+1)) > FEgn(H,t)

= (it 5 (1 2O ) ) 1= )
e R ]

da (1 — fy(H)) > 0.
In der Praxis werden p. nahe 1 und p,, nahe 0 gew&hlt:

Pm ~ 0, pe ~ 1.

Somit héngt die Vertreteranzahl eines Schemas H in der Folgepopulation

im Wesentlichen von dem Verhéltnis seiner durchschnittlichen Fitness zu
der durchschnittlichen Populationsfitness %ﬁq), seiner Léinge d(H) und

seiner Ordnung o(H) ab. Ist F,(H) grofier als F, @ und o(H) klein, dann

wird die Anzahl der Vertreter von H vergroflert. Ist Fy(H) kleiner oder

gleich Fy, so wird die Anzahl dezimiert. So vermutet man, dass kleine (o(H)
§(H)

gering), kompakte (7= gering) und iiberdurchschnittlich fitte Schemen im

Laufe des Algorithmus dominieren, weil fiir diese Schemen der Ausdruck

Fy(H) 6(H)

grofler ist, als fiir grofe, nicht kompakte oder unterdurchschnittlich fitte
Schemen.
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2. Der Schemensatz von J. Holland

Bleibt ein kleines und kompaktes Schema iiber mehrere Generationen
mit einem bestimmten Betrag cF; iiber der durchschnittlichen Populati-
onsfitness F; (¢ > 0):

Fy(H) = (1 +¢)F,

so kann man zeigen, dass es in den Folgepopulation eine exponentiell stei-
gende Anzahl von Vertretern besitzt. Ist das Schema H klein und kompakt
so kann die destruktive Wirkung vom Kreuztausch und von der Mutation
vernachlédssigen werden:

5(H)

NG o) 1,
1 pcl 1 1 (1 —pm) 1
Und sofern m(H,0) # 0 sieht man:
Bln(i.t+1) 2 w5 (1= 5.2 ) (1= pye
2 _
N Fy(H)
~ m(H, t) Ft

= m(H,t)(1+c)
= m(H,t—1)(1+¢)?

; m(H,0)(1+ c)*.

Kleine, kompakte und iiberdurchschnittlich fit bleibende Schemen er-
halten also eine exponentiell steigende Anzahl an Vertretern in der Popula-
tion, da die untere Schranke fiir die erwartete Anzahl an Vertretern dieser
Schemen mit einer Rate von (1+c¢) exponentiell wichst. In einer endlichen
Population kann natiirlich kein Schema fortlaufend iiberdurchschnittlich
fit bleiben, da es mit steigender Vertreteranzahl auch die durchschnittliche
Popultionsfitness F; erhoht. Aus diesem Grund und wegen der endlichen
Populationsgrofle kann somit auch nicht die Vertreteranzahl eines Sche-
mas fortlaufend exponentiell ansteigen. Doch die Hauptaussage des Sche-
mensatzes bleibt bestehen: In einem einfachen genetischen Algorithmus
erhalten tiberdurchschnittlich fitte Schemen mit bestimmten Eigenschaf-
ten (klein und kompakt) iiber einige Generationen exponentiell steigende
Vertreteranzahl in der Population. Da sich die durchschnittliche Fitness
eines Schemas aus den Fitnesswerten der Individuen zusammensetzt, die
Vertreter des Schemas sind, deutet ein iiberdurchschnittlich fittes Schema
auch immer auf iiberdurchschnittlich fitte Vertreter in P, hin. Steigt al-
so die Vertreteranzahl eines Schemas, welches iiberdurchschnittlich fit ist,
steigt auch die Anzahl an iiberdurchschnittlich fitten Individuen. Somit
kann der Schemensatz 2.3 eine Erklarung fiir das schnelle Finden einer
Lésung nahe am Optimum oder einer Loésung, deren Zielfunktionswert
nahe am Optimalzielfunktionswert liegt durch einfache genetische Algo-
rithmen bieten.

Der folgende Satz wird fiir den Beweis eines anderen Satzes bendotigt.

26



2.4. Modifikation von Hollands Schemensatz

Hilfssatz 2.4 Ist p,, < 1, so ist die untere Schranke fiir die erwartete
Anzahl von Vertretern eines Schemas in der Folgepopulation genau dann
Null, wenn die relative Fitness des Schemas Null ist:

En(H,t) =0% fi(H) =0.

Beweis («<): Sei f;(H) =0 dann ist

En(H,t) = 2nf,(H) (1—pc(;(_—H1)(1—ft(H))> (1 = pm)°D
_—

Ist die relative Fitness eines Schemas Null, so ist untere Schranke fiir
die erwartete Anzahl von Vertretern in P,y gleich Null: f;(H) = 0 =
Ex(H,t) = 0.

(=): Sei Ex(H,t) = 0. Es wird angenommen, dass die relative Fitness eines
Schemas ungleich Null ist. Mit einigen Aquivalenzumformungen wird ein
Widerspruch zur Annahme gezeigt. Annahme: f;(H) # 0

Bu(,8) = 20fi(17) (1 gl (1= £(D) ) (1 = p) ) =0
s 1 —pcg(l — fi(H)) =0, da f;(H) >0 und p,, <1
& pcgft(}[) = pcg -1
o 0=p D iy = Dy

denn  p, g, (H) €0,1] und p S 1€ [-1,0]

0(H)
—1

ft(H) :pcg -1

0=pe

l
o pcg =1 und f(H)=0
Das ist ein Widerspruch zur Annahme. Also folgt aus Ey(H,t) = 0, dass
die relative Fitness des Schema ebenfalls Null ist: Eg(H,t) = fi(H) = 0.

Mithin: Eg (H,t) < f,(H) = 0. 0

2.4. Modifikation von Hollands Schemensatz

2.4.1. Der modifizierte Schemensatz

In Hollands Schemensatz 2.3 wird nur der destruktive Einfluss des Kreuz-
tausches und der Mutation auf die Vertreteranzahl eines Schemas in der
Folgepopulation betrachtet. Weiterhin bietet der Schemensatz nur eine un-
tere Schranke fiir eben jene Vertreteranzahl. Da jedoch fiir die Analyse des
einfachen genetischen Algorithmus eine prizisere Angabe wiinschenswert
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2. Der Schemensatz von J. Holland

ist, wird fiir die erwartete Vertreteranzahl eines Schemas in der Folgepo-
pulation im Folgendem eine exakte Formel hergeleitet.

Bei dem einfachen genetischen Algorithmus kénnen durch folgende Ur-
sachen Vertreter eines Schemas H in der Folgepopulation vorhanden sein:

(1a) Aus der Kreuzung zweier Individuen, wovon wenigstens eines in H
liegt, resultiert wenigstens ein Element, das ebenfalls Vertreter von
H ist.

(1b) Bei der Kreuzung zweier Individuen, welche nicht Vertreter von H
sind, resultiert ein Element, das in H liegt.

(2) Aus der Mutation von einem Vertreter von H resultiert ein Element,
welches ebenfalls in H liegt.

(3) Aus der Mutation von einem Element, welches kein Vertreter von H
ist, resultiert ein Element, welches in H liegt.

Diese vier Szenarien sollen im Folgenden betrachtet und hinsichtlich
ihres Einflusses auf die Vertreteranzahl eines Schemas in der Folgepopu-
lation analysiert werden. Es wurde nur (2) und teilweise (1a) in Hollands
Schemensatz 2.3 betrachtet.

Zunichst wird der Fall betrachtet, dass einige Elemente nach dem An-
wenden des Kreuztauschoperators Vertreter von H sind:

Ox(Py) N H # 0.

(1a) Es wird zuerst das Ereignis untersucht, bei dem wenistens ein Ver-
treter von H an der Kreuzung zwischen zwei Individuen teilnimmt. Bei
dem Kreuztausch zwischen zwei Individuen wird eine Kreuzungsstelle aus-
gewihlt. Es werden zwei Fille unterschieden. Die Kreuzungsstelle k& €
{1,...,1 — 1} kann auflerhalb des Schemas H oder zwischen die fixierten
Positionen des Schemas fallen. Formell geschrieben ist das erste Ereignis:

k({z2i-1,72i}, k) mit k & {h1,... b5y} (2.8)

Die Wahrscheinlichkeit, dass zwischen zwei Individuen ein Kreuztausch
stattfindet und die Kreuzungsstelle zwischen die fixierten Positionen fillt,
ist:

P(Iﬁ({xgi_l,xgi}, k) mit k € {hl, R ahJ(H)}) = Pe7—- (2.9)

Dann ist die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis (2.8):

P(s({m2i1,22i}, k) mit k & {hy,...  hsm}) =1 —pc%.
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Bei einer Kreuzung zweier Individuen, bei der wenigstens ein Vertreter
von H teilnimmt, konnen entweder beide oder nur ein Individuum Vertre-
ter von H sein. Die Auswahl eines Vertreters von H und eines Individuums,
welches kein Vertreter von H ist, kann dabei auf zwei Arten erfolgen. Der
Vertreter von H kann als erster oder als zweiter Kreuzungspartner gewéhlt
werden. Sind beide Individuen Vertreter von H, so gibt es nur eine Aus-
wahlmoglichkeit. Damit ist die Wahrscheinlichkeit, dass wenigstens eines
von zwei zu kreuzenden Individuen ein Vertreter von H ist:

P(k({mai—1,m2i}, k) mit {moi_1, 20} N H #0) = fo(H)* + 2f,(H)(1 — fi(H)).

Die Anzahl der Vertreter von H nach einem Kreuztausch zwischen
zwei Individuen ist abhéngig davon, wieviele Vertreter von H, ob zwei
oder nur einer, am Kreuztausch beteiligt waren. Werden zwei Vertreter
von H miteinander gekreuzt, liegen beide, durch den Kreuztausch entste-
henden Elemente in H. Ist jedoch nur ein Individuum Vertreter von H, so
liegt auch nur eines von zwei resultierenden Elementen in H. Werden zwei
Individuen gekreuzt, wobei wenigstens eines Element von H ist, so ist die
zu erwartende Anzahl von Vertretern von H demnach:

F ‘Iﬁ({wgi_l,l‘gi},k) mit {Z‘Qi_l,a)gi} NH 7& @ und k Q {hl, - ahJ(H)}‘ =

(1=n 7)) ntmn? + 1o 2pm - i)
— af(m) (1 _pcg) | (2.10)

Damit ist Szenario (1a) vollsténdig untersucht.

(1b) Nun wird das Ereignis betrachtet, bei dem die Kreuzungsstelle zwi-
schen die fixierten Positionen von H féllt. Die Wahrscheinlichkeit fiir dieses
Ereignis wurde bereits erwihnt (2.9):

P(/‘c‘/({$21’71,$2i}, k) mit k € {hl, . ,h(;(H)}) = pcg.

Nach dem Kreuztausch zwischen zwei Individuen, bei dem wenigstens
eines der resultierenden Elemente in H liegt und die Kreuzungsstelle zwi-
schen die fixierten Positionen fillt, konnen ein oder zwei Elemente in H
liegen. Das ist davon abhéngig, ob zwei Vertreter von H miteinander ge-
kreuzt werden oder ob ein Vertreter von H mit einem Individuum gekreuzt
wird, welches entweder bis zur Kreuzungsstelle oder von der Kreuzungs-
stelle an den fixierten Positionen von H mit dessen Allelen iibereinstimmt.

Definition 2.17 Das Schema H, € = ist ein Schema, dessen fizier-
te Positionen und dessen Allele an diesen firierten Positionen mit de-
nen von H bis zur Zeichenposition k € {hy, ... hsm} dbereinstimmen.
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sshema# [ofp [o]1]op [o[o]o]

sshema # [o]ofopdojopg | |

sshema # - [olpg [1]op [ofo]o]
k=3

Abbildung 2.3.: Ein Beispiel fiir die Schemen H, Hj und Hj, mit k = 3.

Abgesehen von diesen erwdhnten fizierten Positionen, sind keine weite-
ren Positionen von Hy fiziert. Ist H = (S1,..., 8k, ... ,5) dann ist also
H, = (81,...,Sk,*,... ,*).

Definition 2.18 Das Schema Hy € = ist ein Schema, dessen fizierte
Positionen und dessen Allele an diesen fixierten Positionen mit denen

von H wvon der Zeichenposition k € {hy,... , hs)} an dbereinstimmen.
Abgesehen von diesen erwihnten fizierten Positionen, sind keine weiteren
Positionen von Hy, fiviert. Ist H = (s1, ..., Sk,..., ;) dann ist also Hy, =
(*, e Ky Sk, .. ,Sl).

Abbildung 2.3 zeigt ein Beispiel fiir H, H; und H,. Es sind folgende
Beziehungen erkennbar:

Hilfssatz 2.5 Fiir H, H, und H, gelten folgende Beziehungen:
a) HC Hy
b) H C H,
c) HyN H, = H.

Beweis Sei H = (S1,...,8k,---,81), Hr = (S1,- -+, 8k, %, ... ,x) und H, =
(%, .o sk, Skaty---,81). Sel x € H, also ist der Detektor §;(xz) = s; fiir
Si#*,i:]_,... ,l.

zu a) Damit ist = auch Element von Hy. Es folgt H C Hy. Sei x € H,
und es gelte fiir einen Detektor d;,(z) =1 — s;, fiir ein ip € {k+1,... ,(}
mit s;, 7 *, das heiffit  unterscheide sich an einer fixierten Position iy von
dem s;, von H. Soist v ¢ H. Also gilt: x € H, A x € H

Es sind Suchrdume konstruierbar, in denen H = Hj, gilt, also ist H C Hj,
zu b) Um b) zu beweisen geht man entsprechend a) vor, nur dass Hy, durch
H;. ersetzt wird und io € L,...,k gewéhlt wird.

zu ¢) Sei x € Hy, und x € Hy, also gilt fiir die Detektoren §;(x) = s; fiir
i=1,...  kund &;(z) =s; fiiri=k+1,... L

>zeH
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2.4. Modifikation von Hollands Schemensatz
= H=H,nN I:Ik O
Es gllt also H g Hhs(H) g HhS(H)—l g Ca g Hh2 g th.

Folgerung 2.6 Fir die relativen Fitnesswerte von H, Hy, und H, gelten
folgende Beziehungen:

ar) fi(Hg) > fi(H) az) fi(H\H) = fi(Hy) — fi(H)
bi) fi(Hy) > fi(H) bo) [o(H\H) = f,(Hy) — fi(H)
c) fi(Hy U Hy) = fi(Hy) + fi(Hy) — fo(H).

Beweis zu a;) Nach dem Hilfssatz 2.5 ist H eine Teilmenge von Hj. Damit
besitzt Hj wenigstens so viele Vertreter, wie H. Dies gilt auch fiir die
Anzahl der Vertreter in der Population. Da sich die relative Fitness eines
Schemas aus der Summe der relativen Fitnesswerte seiner Vertreter in der
Population errechnet, ist der relative Fitnesswert von H; notwendigerweise
mindestens so grof}, wie der von H. Der Beweis wird jedoch auch formell
durchgefiihrt, damit as) leichter zu beweisen ist.

fi(Hy) = Z fi()

TEPNH

— Z fi(x) mit Hilfssatz 2.5 a)
wePin((H\H)UH )

- Z fi(x)
ve (P \m))u(Pine)

= Z fi(@) + Z fi(z)
zePN(H\H) rePNH

> Z fi(z)
reEPyNH

= fi(H)

Zu as)
fi(Hy) = Y. A@+ Y file)

zePN(HE\H) zePNH

= [fi(H\H) + fi(H)

Also ist f,(H\H) = f,(Hy) — fi(H)

zu by) und by) Man verfihrt genauso wie in a;) und as) mit der Ausnahme,
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2. Der Schemensatz von J. Holland

dass H;, durch I:I;€ zu ersetzen ist.

Zu c)
f(H UHy) = Z fi(@)

J}EPtn(Hk.Uﬁk)

- X W
ze(PtﬁHk)U(PtﬁI:Ik)

= Z filz Z fi(z Z fi(@)
E(PtﬂHk-) S PtﬂH) (PtﬁHk) (Ptﬁﬁk)

= fi(Hg) + fi( Hk Z fi(z) mit Satz 2.5 ¢)

xe(P:NH)

= fi(Hy) + fi(Hy) = fi(H).

Somit gilt also
ft(H) S ft(th(H)) S ft(th(H)_l) S e S ft(Hh2) S ft(th)‘

Es gibt vier Kombinationen, in denen Vertreter von H, Hy, und Hj mit-
einander gekreuzt werden konnen, so dass wenigstens ein aus dem Kreuz-
tausch zwischen zwei Individuen hervorgehendes Element Vertreter von H
ist. Folgende Ubersicht gibt einen Uberblick iiber diese Kombinationen,
die Anzahl der Moglichkeiten, diese Kombinationen auszuwihlen und die
Anzahl der resultierenden Elemente, die bei diesen Kombinationen in H
liegen:

Kombination Anzahl der Arten, die- | Resultierende Anzahl
se Kombination aus- | von Vertretern von H
zuwahlen

H und H 1 2

H und H\H 2 1

H und H,\H 2 1

H,\H und H,\H 2 1

Die Wahrscheinlichkeit, dass Vertreter von H, H, oder Hj in einer
derartigen Konstellation gekreuzt werden ist demnach

P(F&({l‘gi_l,xgi},ko) NH 7& @,kg € {hl, . ,h(;(H)}) =

= P(ko € {hla---ahJ(H)})P(kO = k)« (P(ivzz'—1 € H,z; € H) +
P(z9i—1 € H,x; € Hy) + P(w2;1 € H,w9; € Hy,) +
P(x2;1 € Hy,m9; € I:Ik))

— g gy (AU + 2R DA — 0] +

2fy(H)[ful i) = fu(FD) + 2[fu(Hi) = Fu(ED]Lfo(F) — fu(H)]).
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2.4. Modifikation von Hollands Schemensatz

Der Faktor pcg ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Kreuzungsstelle
zwischen die fixierten Positionen des Schemas fiillt. Der Faktor ﬁ ist die
Wahrscheinlichkeit, dass die Kreuzungsstelle &y genau an die gewiinschte
Stelle k fallt.

Der Wert von k kann zwischen hy und hg) variieren. Da die Kreu-
zungsstelle nur einmal ausgewéhlt wird, sind die Ereignisse k¥ = h; und
k=hjfiiri # 34, (4,5 =hi,... ,hsun) disjunkt und die Wahrscheinlichkei-
ten der Ereignisse

P(s({z2i1, @2}, 1) NH #0),..., P(s({z2i-1, %2}, ho(rry) N H # 0)
konnen addiert werden. Also:

P(Ii({l"gi,l,fli%},k‘) NH# @, ke {hl, R ,h(;(H)}) =

Nun wird die zu erwartende Anzahl von Vertretern von H bei diesem
Ereignis errechnet. Nur wenn zwei Vertreter von H miteinander gekreuzt
werden, sind liegen die beiden resultierenden Elemente in H. Bei den an-
deren drei Konstellationen kann nur eines der entstehenden Elemente in
H liegen:

E K/({$2171,$2i},k‘) ﬂH#@,k S {hl,...,h(;(H)} =

hsm)

L ST (24 + 2 (H)Fo(Hy) — foH)] +
k=h1

2f,(H)[f(Hy) — fo(H)] +
2Lf(Hy) = F(HY)Lfo () = fi(H)))

hs )

P S~ FuH) fi(F) 2.11)

k=h1

2

l

Es ist zu bemerken, dass die relative Fitness eines Teilschemas Hj,
genau m-mal in die Summe

hs )

> filHy) fi(Hy)

k=h1
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2. Der Schemensatz von J. Holland

eingeht, denn es gilt
Hy, C...C Hy, C Hy,.

Damit ist Hj,, in m Schemen vertreten und die relative Fitness von Hj,
tragt zur Fitness von m Schemen bei, denn

fe(Hp,,) < fi(Hp,, ) < ... < fi(Hp,) < fi(Hp,).

Die Ereignisse k € {h1,...,hsm} und & & {h1,...,hs)} sind eben-
falls disjunkt. Daher konnen die Wahrscheinlichkeiten und damit die Er-
wartungswerte fiir die zu erwartende Vertreteranzahl von H bei diesen
Ereignissen ((2.10) und (2.11)) addiert werden. Damit erhélt man einen
Ausdruck fiir die zu erwartende Anzahl von Vertretern von H nach dem
Anwenden des Kreuztauschoperators. Auf Grund von verbesserter Les-
barkeit variiert der Wert der Kreuzungsstelle k£ nun zwischen 1 und 6(H)?3.
Weiterhin werden insgesamt n Paare gekreuzt. Damit ist der Erwartungs-
wert fiir die Anzahl der Vertreter von H nach dem Anwenden des Kreuz-
tauschoperators:

d(H
B loxmnm| = zam (1-p 55 ) +
d(H)
g2y 3 S )

6(H)
= o0 [0 (1= B0) + 2 S i)
k=1

(2.12)

(2) Betrachtet wird nun das Szenario (2). Nach der Mutation eines Ver-
treters von H soll das resultierende Element ebenfalls in H liegen. Es wird
angenommen, es existiert ein Vertreter von H nach dem Kreuztausch. Die-
ser wird mit 2y € Og (P;) N H bezeichnet. Die Wahrscheinlichkeit, dass aus
der Mutation von zy ein Vertreter von H entsteht, wurde bereits herge-
leitet. Nach (2.6) ist

P(m(zy) € H) = (1= p)™D. (2.13)

(3) Abschlieiend ist der letzte Fall zu betrachten. Aus der Mutation eines
Elementes, welches nicht in H liegt, soll ein Vertreter von H resultieren.
Um dieses Ereignis zu untersuchen, wird eine Klasse von Schemen H;
eingefiihrt.

Definition 2.19 Die Menge H; ist eine Menge von Schemen, die sich an
genau i Stellen von den fizierten Positionen von H unterscheiden. Ist also

®Innerhalb der Chromosomen ist die Kreuzungsstelle dann (k1 — 1) + k.
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2.4. Modifikation von Hollands Schemensatz

Schema H ‘0‘5‘D‘1‘0‘1‘1#]D‘ ‘
%hemoH‘Dﬁz‘g‘D‘D‘]‘1‘0‘1‘D‘D‘
SChemOHQDHZ‘]‘D‘D‘]‘1‘]‘1‘D‘D‘
SchemoHGDE‘g‘D‘D‘U‘]‘O‘O‘D‘D‘
SchemoH“Dﬁs‘1‘D‘D‘o‘1‘0‘0‘D‘D‘

Abbildung 2.4.: Beispiele fiir Schemen aus den Klassen H; fiir i = 2,4 und 5.

H = (s1,...,s), dann gilt:
H = (s),...,s) € H; & fiir sy # % qilt s, = 1 — sy, firk = ki,... k;
und s, = Sy, firm =k, ... ,k:)(H)ﬂ..

Ein Schema H' € H; kann also aus H konstruiert werden, indem beliebi-
ge i Allele an den fixierten Positionen von H negiert werden. In Abbildung
2.4 sind einige Beispiele fiir Schemen, die in H; liegen graphisch dargestellt.
Das Schema H' besitzt die gleiche Ordnung und Lénge wie das Schema
H:

o(H') = o(H)
S(H'Y = o(H).

Es wird angenommen, dass nach dem Anwenden des Kreuztauschope-
rators ein Element zy, € H' € H; existiert, welches sich an genau i Stellen
von den Allelen der fixierten Positionen des Schemas H unterscheidet.

Das Element zy, mutiert zu einem Vertreter von H, wenn an genau
den 7 Positionen, an denen H’ sich von H unterscheidet, Mutationen statt-
finden. Die restlichen Positionen von zj,, deren Allele mit denen von H
iibereinstimmen, diirfen dann nicht mutiert werden. Die Wahrscheinlich-
keit, dass i Mutationen stattfinden und (o(H) — i) Mutationen nicht, ist:

)o(H)fi

P(i Mutationen an best. fixierten Pos. von H) = pp,'(1 — pp, :
(2.14)

Es wurde angenommen, dass ein solches Element zy; in der Menge der
Individuen nach Anwenden des Kreuztauschoperators vorhanden ist. Die
Wabhrscheinlichkeit P(zy, € Og(P;)) ist jedoch nicht nur abhéngig von der
Fitness fi(zm,), der Linge und Ordnung von H’, sondern auch von der
derzeit vorhandenen Population*. Weiterhin ist P(zy, € Ok (P;)) von der

*Betrachtet man das Schema H=(1,1, ... ,1) und besteht die Population P nur aus Indivi-
duen, welche die Chromosomen (0,0, ... ,0) besitzen, so wird P(zg, € C(P)) sicherlich
geringer sein, als in einer Population, deren Individuen mehr iiber den Suchraum verteilt
sind.
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2. Der Schemensatz von J. Holland

Verteilung der ¢ Positionen iiber die o(H) Positionen abhéngig. Fiir die
Wahrscheinlichkeit, dass nach dem Anwenden des Kreuztauschoperators
Vertreter von H in Og(P;) sind, die sich an genau i Stellen von H unter-
scheiden, miissen daher alle (o(f )) Schemen H' € H; betrachtet werden:

P(zm, € Ox(P)) = Y P(Ox(P)NH #10).
H'eH;

Nun kann die Wahrscheinlichkeit angeben werden, dass ein Vertreter
eines Schemas H’ € H; vorhanden ist und zu einem Vertreter von H mu-
tiert:

P(m(zg,) € H) = P(i Mut. best. Pos. von H)P(zg, € Ok (P,))
= ' (1 =pw)" "7 Pz, € Ox(P)
= pu'(1=pw)?7 3" P(Ok(P) N H' #0).
H’EHi
(2.15)
Der Wert von 7 kann zwischen 1 und o(H) variieren. So erhilt man

die Wahrscheinlichkeit, dass ein Vertreter von H nach der Mutation eines
Elementes, welches nicht in H liegt resultiert:

P(m(z) e Hmitz ¢ H) =

o(H)
S o (L= pm)?7 ST P(Ok(P) N H' #0). (2.16)
=1

H’GI_{Z‘

Da aus der Mutation von einem Element nur ein Element resultiert,
kann maximal ein Vertreter von H nach der Mutation vorhanden sein.
Der Mutationsoperator Oy, wird auf 2n Elemente angewendet, daher ist
die erwartete Anzahl von Vertretern von H, die aus der Mutation eines
Elementes, das nicht in H liegt resultiert:

E‘{x:angundm(x)EH}‘ =

o(H)
20 Y p’(1—pm) 7 ST P(Ok(P) N H' #0). (2.17)
i—=1 H’EHi

Nun kénnen (2.12), (2.13) und (2.17) zusammengesetzt werden. Man
erhilt folgenden Satz:

Satz 2.7 (Modifizierter Schemensatz) In einem einfachen genetischen
Algorithmus ist die erwartete Anzahl von Vertretern eines Schemas H in
der Folgegeneration (t+ 1):

E[{Puin i} =
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2.4. Modifikation von Hollands Schemensatz

onfil1) (1= p 300 ) (1= ) +
S(H) )
2 2101 ; Fu(H) fo(Hy) (1 = pm) ™ +

o(H)
20y plu(1=pn) ™7 N P(OK(P) N H' #0).
i=1 H'cH;

(2.18)

Bezeichnung 2.20 FEs werden folgende Bezeichnungen der Terme in dem
modifizierten Schemensatz vergeben.:

Eco, := Eco, (H,t) := 2nf,(H) <1 — pc(;(_—H1)> (1 — pp)°d)
S(H)
B 1= Eoo (1) = 207255 3 A(HO (A1 = pa)"
oy
Evut := Evue(H, 1) == 2n prn(l - pm)o(H)fiZ P(OK(Pt) NH' # Q))
i=1 H'ed;

ES = Es(H, t) = E001 =+ E002 —+ EMut-

2.4.2. Interpretation des modifizierten Schemensatzes

Der modifizierte Schemensatz bietet einen exakten Ausdruck fiir den FEr-
wartungswert fiir die Anzahl der Vertreter eines Schemas in der Folgepopu-
lation. Somit sind nun genauere Untersuchungen an der Entwicklung der
Population eines genetischen Algorithmus moglich als bisher. Es konnten
zum Beispiel Abschiatzungen fiir das erstmalige Auftreten des Optimums
in der Population bei gegebenen Parameterbelegungen berechnet werden.

Weiterhin kann der modifizierte Schemensatz fiir die Optimierung der
Parameter eines einfachen genetischen Algorithmus genutzt werden. Bis-
her war dies mit dem Schemensatz nur eingeschrinkt mdoglich.

Es soll formal bewiesen werden, dass durch Eg die untere Schranke aus
dem Schemensatz 2.3 verbessert wurde.

Hilfssatz 2.8 In einem einfachen genetischen Algorithmus gilt:
Beweis Nach Hilfssatz 2.6 gilt:

fi(Hy) > fi(H)
filHy) > fi
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2. Der Schemensatz von J. Holland

und daraus folgt

§(H)
Eco, = 2n7= 7 fi(HR) fulHi) (1 = pon)™
k=1
» §(H)
> oy S A (L )
2 P (B2 (1~ ).
Somit:
Es = Eco, + Eco, + Enut
Z ECol +E002
= 2nfi(H) (1 —pcf(_—HD (1= ) +
S(H) )
2t 3 FAH ()1 =)
> 20() (1§00 ) (1= o)) 21 (P (1 = )
)
= 205t) (1= (1= 1) ) (1 = ).
Und mit (2.4) folgt:
Es > 2nf(H) (1 —pcg(l - ft(H))> (1 = pp)°t)

i B (1 0

L= p P (1= 1) ) (1= )
= Fy.

|

Es ist zu bemerken, dass Eg, also der Erwartungswert der Anzahl an
Vertretern eines Schemas in der Folgepopulation, immer positiv ist. Fiir
den Beweis wird folgender Hilfssatz benotigt.

Hilfssatz 2.9 In einem einfachen genetischen Algorihtmus mit p, < 1
ist der Wert fir En(H,t) genau dann Null, wenn alle Individuen von
P, Vertreter des Schemas H sind. Also:

EMut — 0 = ft(Ha t) — 1

Beweis Sei H' € H; ein Schema, welches sich an i Stellen von H unter-
scheidet.
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2.4. Modifikation von Hollands Schemensatz

EMut =0
o(H) . .
& 2> ph(L—pm)?N" P(Ok(P)NH #0) =0
i=1 H’Eﬁi

o(H)
& MY pu'(l—pw)" T Plag, € Ok(P)) =0
=1

mit zy, € H' fiir alle H' € H;
& P(ry, €Okg(P))=0mit zy, € H' VH' € H; Vi=1,...,0(H).

Das bedeutet Epr,; = 0 ist nur erfiillt, wenn nach dem Anwenden des
Kreuztauschoperators kein Individuum vorhanden ist, das sich an irgend-
einem Gen von H unterscheidet. Also:

P(zy, € Og(P)) =0 mit zg, € H' VH' € H; Vi=1,...,0(H)
& FEoo (H',t) + Eco,(H',t) =0 VH € H; Vi=1,... ,0(H).
Dies ist nur erfiillt, wenn f,(H') = 0 und f,(H,)f(H.) = 0 fiir alle k €
{1,...,6(H)} fiir alle H' € H; und fiir allei = 1,... ,o(H). Also diirfte schon
vor dem Kreuztausch kein Individuum vorhanden sein, welches Vertreter
von H' ist. Dies tritt genau dann ein, wenn alle Indivduen Vertreter von
H sind. Also:
Ecy, (Hl,t) + ECO2(HI,t) =0 VH' e Hz
& Y file)=fu(H)=1 nach Satz 2.1 c)

rePiNH

Somit wurde gezeigt, dass Fy,: = 0 genau dann erfiillt ist, wenn f;(H) =1
gilt.

Nun kann gezeigt werden, dass der Wert fiir E fiir jedes Schema positiv
ist.

Hilfssatz 2.10 In einem einfachen genetischen Algorithmus mit p, <1
qgilt:

Es(H,t) :EC’ol +ECOQ+EMUt>O VH € = .

Beweis Fallunterscheidung:
1. Fall: Sei f;(H) > 0:

Es(H,t) > Eg(H,t) siehe Hilfssatz 2.8

Nach Hilfssatz 2.4 gilt Eg(H,t) =0 < f,(H) = 0. Hier ist f;(H) > 0 gefor-
dert, also ist auch Ey(H,t) > 0. Und somit: Eg(H,t) > Ey(H,t) > 0.

2. Fall: f;(H) = 0: Nach Hilfsatz 2.9 ist Epp(H,t) > 0, da fi(H) # 1. Da-
mit ist auch Es(H,t) = Eco, + Eco, + Epnfur > 0.
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2. Der Schemensatz von J. Holland

Mithin Eg(H,t) >0 VH € =. O

Es ist interessant zu bemerken, dass die erwartete Vertreteranzahl fiir
jedes Schema positiv ist. Das heifit jedes Schema besitzt eine positive
Wahrscheinlichkeit, in der néchsten Generation Vertreter zu besitzen. Sind
die Schemen derart konstruiert, dass jedes Element des Suchraumes ein-
ziger Vertreter von wenigstens einem Schema ist, so kann jedes Element
des Suchraumes erreicht werden.

Im Folgenden soll gezeigt werden, dass eine Erhohung der relativen
Fitness eines Schemas unweigerlich zu einer Erhohung seiner erwarteten
Vertreteranzahl in der Folgepopulation fiihrt.

Hilfssatz 2.11 Die Funktionen Ey(H,t) und Es(H,t) sind streng mono-
ton wachsend beziiglich der relativen Fitness von H, wenn

fi(H)>0 wund p,<1.

Beweis Ey(H,t) und Eg(H,t) werden als Funktionen von f;(H) betrach-
tet. Bildet man die Ableitung von Ey(H,t) nach f;(H), so sieht man:

GEH(H,t) N 0 n _ @ B B ol H)
Of.(H) — Ofi(H) (2 fi(H) (1 per— (1 ft(H))> (1 —pm) )
__ 0 S(H)
=7y (2000 = a0
2npc(;(_—H1)ft(H)2> (1 —pm)o(H)
= <2n — 2npc(;(_—H1) + 4”170%]‘}(}[)) (1— pm)o(H)
2 471%%]‘}(}[)(1 _pm)o(H) da 2n-— 271%% >0

> 0 fir fi(H)>0 und p,<1.

Ey(H,t) ist also fiir fy(H) > 0 streng monoton wachsend. Da
Egs(H,t) > Ey(H,t), ist somit auch Eg(H,t) streng monoton wachsend.
a

In diesem Abschnitt wurde der Schemensatz von Holland 2.3 modifi-
ziert, indem die untere Schranke fiir die erwartete Vertreteranzahl eines
Schemas in der Folgepopulation verbessert wurde. Es ist nun mdglich,
diesen Erwartungswert exakt anzugeben.

Weiterhin konnten analytische Betrachtungen zur Entwicklung der Po-
pulation eines einfachen genetischen Algorithmus durchgefiihrt werden. So
wurde mit der Hilfe des modifizierten Schemensatzes bewiesen, dass die
erwartete Vertreteranzahl fiir jedes Schema positiv ist. Sind die Schemen
derart konstruiert, dass jedes Element Vertreter eines Schemas ist, welches
an jeder Position fixiert ist, so bedeutet diese Erkenntnis, dass jedes Ele-
ment des Suchraumes erreichbar ist, also in der Folgepopulation auftreten
kann.
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Wird der Erwartungswert fiir die Vertreteranzahl eines Schemas als
Funktion von der relativen Fitness eines Schemas aufgefasst, so ist diese
Funktion streng monoton wachsend. Dieses Ergebnis wird in einem spéte-

ren Kapitel genutzt.
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3. Computersimulationen

Es werden in diesem Kapitel die Ergebnisse von numerischen Untersuchun-
gen an Hollands Schemensatz (2.3) und dem modifizierten Schemensatz
(2.7) vorgestellt. So wird die Genauigkeit, mit der Ey und Eg die Vertre-
teranzahl eines Schemas in der Folgepopulation vorhersagen untersucht.
Damit erhélt man einen Eindruck, wie sehr die Genauigkeit der Vorhersage
erhoht wird, wenn Eg benutzt wird. Weiterhin wird die durchschnittliche
Differenz zwischen Ey und Eg betrachtet und die Auswirkungen der Wahl
der Zielfunktion auf die Entwicklung des einfachen genetischen Algorith-
mus beleuchtet. Zum Abschlufl wird die Mutationswahrscheinlichkeit fiir
den einfachen genetischen Algorithmus optimiert.

Um diese Untersuchungen zu ermoglichen, wurde ein einfacher gene-
tischer Algorithmus programmiert, welcher zusammen mit dieser Arbeit
eingereicht wurde. Die wesentlichen Komponenten und Berechnungsvor-
schriften des Programmes werden in Abschnitt 3.1 beschrieben.

3.1. Das Programm

In diesem Abschnitt wird das, fiir die Diplomarbeit programmierte Pro-
gramm beschrieben, welches zur Erlangung numerischer Daten diente.
Es wird dabei nur auf die Komponenten niher eingegangen, welche zum
Versténdnis des Programmablaufes notwendig und zum Erlangen der nu-
merischen Daten von direkter Bedeutung sind.

Zu Beginn wird der Ablauf des Programmes vorgestellt. Darauf folgt
eine detailliertere Beschreibung, wie die Auswahl der Individuen fiir den
Kreuztausch erfolgt. AnschlieBend wird kurz beschrieben, wie die numeri-
schen Werte berechnet und ausgewertet wurden.

Ablauf des Computerprogrammes

Die Kreuztausch- und Mutationswahrscheinlichkeit (p. und p,,) sowie die
Populationsgrofie (2n) und die Chromosomenlidnge (1) werden zu Beginn
des Programmes mit Werten belegt.

Das Programm startet mit der Initialisierung der Individuen der An-
fangspopulation. Die Chromosomen der Individuen werden bei der Initia-
lisierung derart erzeugt, dass jedes Gen, also jede Zeichenposition, mit
einer Wahrscheinlichkeit von 50% mit ,,0¢ oder mit ,, 1 belegt wird. Dann
werden die Chromosomen dekodiert, so dass die Individuen nicht nur ei-
ne bindre Darstellung besitzen, sondern auch den Punkt im Suchraum
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zugewiesen bekommen, den sie mit ihren Chromosomen représentieren.
Fiir dieses Programm wurde eine Kodierung von ganzen Zahlen in binére
Zeichenketten gewéhlt, bei der das erste Zeichen der bindren Zeichenket-
te das Vorzeichen der Zahl kodiert und die restlichen Zeichen die binére
Darstellung einer positiven ganzen Zahl sind. Eine ,,1“ als erstes Zeichen
bedeutet dabei, dass die Zahl ein negatives Vorzeichen besitzt. Ist also
ajas...a; (a; € {0,1} i = 1,...,1) das Chromosom von z, so reprisentiert
z den Punkt y € 2 mit

-2

y=(=1)" x Zal_ka.

k=0

Das Abbruchkriterium des Programmes ist eine maximale Generatio-
nenanzahl N. In einer Schleife werden folgende Schritte N-mal durchlau-
fen, wobei das einmalige Durchlaufen der Schleife einer Generation ent-
spricht.

Zu Beginn werden die Zielfunktionswerte der Individuen berechnet.
Anschlieflend wird jedem Individuum seine relative Fitness zugewiesen.
Hierfiir wird zuerst die Summe aller positiven Zielfunktionswerte errech-
net. Die relative Fitness f(z) fiir ein Individuum z wird dann in Abhéngig-
keit von dieser Summe und seinem Zielfunktionswert z(z) berechnet:

D o fiir 2(z) > 0 und Y F(y) >0
yEP; yeP:
fi(z) = 0 . fiir 2(z) <0und Y F(y) >0
yEP;
> . sonst

mit

Y Fy) =Y z(y).

ver o
Es kann gezeigt werden, dass die Fitnessfunktion f; die in Satz 2.1 c)
gestellte Bedingung

> filz) =1

reP;

erfiilllt. Der Ausdruck F(z) kann als Fitnesswert des Individuums z be-
trachtet werden, wird aber als solcher weder explizit berechnet noch be-
notigt.

Nach der Zuweisung der relativen Fitnesswerte werden n Paare von
Individuen gebildet, auf die der 1-Punkt Kreuztausch angewendet wird.
Dabei ist fi(x) die Wahrscheinlichkeit, dass das Individuum =z als Partner
in einem Paar ausgewéhlt wird. Eine genauere Beschreibung, wie diese
Auswahl und Paarbildung erfolgt, wird in dem néchsten Unterabschnitt
gegeben.
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3.1. Das Programm

Fiir jedes Paar wird dann mit der Kreuztauschwahrscheinlichkeit p,
entschieden, ob der Kreuztausch auf dieses Paar angewendet wird. Wird
er angewendet, so wird mit einer gleichméfig verteilten Wahrscheinlich-
keit eine Kreuzungsstelle zwischen 1 und (I — 1) ausgewihlt, an der die
Chromosomen der Individuen des Paares gekreuzt werden. Die gekreuz-
ten Chromosomen ersetzen dann die beiden Eltern-Chromosomen.

Die Mutation wird auf die aus dem Kreuztausch resultierenden Indivi-
duen angewendet, unabhéngig davon, ob sie gekreuzt wurden oder nicht.
Bei diesen Individuen wird jedes Gen mit der Mutationswahrscheinlichkeit
pm mutiert. Bei einer Mutation wird das entsprechende Allel an diesem
Gen negiert. Fand eine Mutation statt, so ersetzt das mutierte Chromosom
das urspriingliche Chromosom.

Anschlieflend werden die gekreuzten und mutierten Chromosomen wie-
der dekodiert, so dass jedem Chromosom der Punkt des Suchraumes zu-
gewiesen wird, den es mit seinen gedinderten Allelen reprisentiert. Danach
werden die Individuen der urspriinglichen Population durch die gekreuz-
ten und mutierten Individuen ersetzt und der Generationenzéhler um Eins
erhoht. Ist der Generationenzihler kleiner als die maximale Generationen-
anzahl N, so wird die Schleife von der Zielfunktionszuweisung bis zum
Ersetzen der Population und Erh6hung des Generationenzéhlers noch ein-
mal durchlaufen. Das einmalige Abarbeiten des gesamten Programmes
wird Simulation genannt.

Die Auswahl der Individuen fiir den Kreuztausch

Nachdem jedem Individuum z der Population ein relativer Fitnesswert
fi(z) zugewiesen wurde, wird nun fiir jedes Individuum eine Nachkom-
menszahl b(z) berechnet:

b(xz) = [2nfi(x)] Vz € P

Die Nachkommenszahl eines Individuums ist der ganzzahlige Anteil sei-
ner relativen Fitness multipliziert mit der Populationsgréfie. Die relative
Fitness von z wird aktualisiert auf f;(x):

Filz) = ant(g;)n_ b(z) _

Der Wert von f;(z) entspricht dem Wert, um den 2nf,(z) bei Berechnung
der Nachkommenszahl abgerundet wird. Die Aktualiserung der relativen
Fitness auf f;(z) ist notwendig, damit die eventuelle Zuweisung von weite-

ren Nachkommen, wenn > b(z) # 2n eintritt, gerecht erfolgt. Das heifit,
TEP;
dass die Zuordnung der Nachkommen entsprechend der relativen Fitness

der Individuen erfolgt.

Wurde fiir jedes Individuum eine Nachkommenszahl berechnet, so wird
eine Matrix, der Dimension 2 x n generiert. In den einzelnen Matrixfeldern
sollen die Nachkommen zu n Paaren angeordnet werden. Fiir jedes Indi-
viduum z werden b(z) Nachkommen zufillig auf die Matrixfelder verteilt,

45



3. Computersimulationen

so dass jedem Nachkommen der Matrix maximal ein anderer Nachkomme
zugeordnet, ist.

Sind nicht alle Matrixfelder belegt, nachdem jedes Individuum entspre-
chend seiner relativen Fitness Nachkommen erhalten hat und Letztere in
der Matrix angeordnet worden, so werden die Individuen beziiglich ihrer
aktualisierten Fitness f; sortiert. Sind m Felder im Matrixfeld unbelegt, so
bekommen die besten m Individuen einen weiteren Nachkommen, welcher
ebenfalls zufillig in der Matrix angeordnet wird.

Berechnung und Auswertung von Eg(H,t) und Eg(H, t)

Um eine moglichst genaue Auswertung zu erhalten, werden die Berech-
nungen fiir mdglichst viele Schemen durchgefiihrt.

Bezeichnung 3.1 Das Schema H* = (s1,...,s) € Z ist das Schema mit
S; =% VZ:]_, ,l.

Bei einer Chromosomenléinge von [ gibt es 3! verschiedene Schemen. Die
folgenden Berechnungen werden fiir alle Schemen bis auf H* durchgefiihrt.
Die Anzahl der betrachteten Schemen betrigt also 3' — 1. Die Schemen
H € Z\H* werden nach der Initialisierung der Population erzeugt.

Nachdem die relativen Fitnesswerte den Indivdiduen zugewiesen wur-
den, werden die relativen Fitnesswerte der Schemen berechnet. Die relative
Fitness f,(H) eines Schemas ist dabei die Summe der relativen Fitnesswer-
te seiner Vertreter (siehe Definition 2.13):

flH)= > ful=).

rxeEPNH

Anschlielend wird die Anzahl der Vertreter der einzelnen Schemen in der
Population bestimmt und Ey(H,t) und Es(H,t) errechnet.
Fiir die Berechnung von Ey(H,t) braucht dabei nur der Ausdruck

By (H, 1) = 2nf,(H) (1 _p ) g ft(H))> (1 = py) D

[—1
ausgewertet werden.
Fiir Eg(H,t) = Eco, + Eco, + Errye sind jedoch mehrere Berechnungen
notwendig. Zunéchst wird Eq,, berechnet:

0(H
Ecol = 2nft(H) (]. —p0£> (]_ _pm)O(H)
Dann werden fiir jedes k = hi,... ,hsg) die Schemen Hj und Hy, er-

zeugt. Die relative Fitness der Schemen Hj, und H,, wird ermittelt, so dass
die Summe

5(F)
> F(Hy)f (Hy)
k=1
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3.1. Das Programm

gebildet werden kann. Damit wird

EC’oz =

l—lZfHk 1_pm)(H)

berechnet.

Fiir Epre wird die Wahrscheinlichkeit berechnet, dass Schemen H' €
H;, die sich an genau 4 Positionen von den fixierten Positionen von H un-
terscheiden, nach dem Kreuztausch Vertreter in der Population besitzen.
Es gibt genau (“)) dieser Schemen. Fiir jedes Schema H’ € H; werden
die Terme E¢,, (H',t) und Ec,,(H',t) berechnet, so dass

Eco, (H',t)  Eco,(H' 1)
_I_
2n 2n

P(Ox(P)NH'#0) =

angegeben werden kann. Damit wird E,s,; berechnet:

o(H)
Eppur =20y ph(1=pm) ™70 N P(Ox(P) NH' # 0).
=1 H'eH;

Es folgt die Berechnung von Eg(H,t):
ES(Ha t) = EC’ol + E002 + EMut-

Nach der Mutation wird die tatséchliche Vertreteranzahl m(H,t + 1)
fiir alle H € E\H* bestimmt. Fiir jedes Schema H € E\H* wird gy :=
g (Eg(H,t),m(H,t+1)) als MaB, wie gut der Term Ey(H,t) die tatsichli-
che Vertreteranzahl eines Schemas m(H,t+ 1) angendhert hat, berechnet:

1 220D (H b4+ 1) =0

gri=1{ 1-2ULHD o (H 4 1) £0 und  Eg(H,t) =0
n?({}“{(,z’—tl)) : m(H,t+1)#0 und FEg(H,t)#0.

Ebenso wird gg := gs(Es(H,t),m(H,t+1)) als MaB fiir die Approximation
von m(H,t+ 1) durch Eg(H,t) berechnet:

14+ B0 (H b +1) =0

gei=14 1—2UED o (H 4 1)#0 und  Es(H,t) =0
nﬁiﬁﬁ) . m(H,t+1)#0 und Eg(H,t)#0.

Es kann gezeigt werden, dass gz und gg mit steigender relativer Fitness
eines Schemas wachsen.

Hilfssatz 3.1 Die Funktionen gg und gs sind monoton wachsend beziiglich

fi(H).
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Beweis a) Zunéchst wird gezeigt, dass gy monoton wachsend ist. Die
Funktion gy (Ey(H,t),m(H,t + 1)) ist definiert durch:

Ey(H,t)

1+T : m(H,t-l—l):O
g =< 1-2EED L (H i1 1)#£0 und  Eg(H,t) =0
ol m(Ht+1) #0 und By (H,t) #0.
Es wird die Ableitung von gy (Ey(H,t),m(H,t + 1)) nach f;(H) gebildet:
dgn_  Ogg  OEy(H,t)

Of(H) — OEm(H,t) Of/(H)

£ (BEEL) o m(HE+1) =0

2n \ Of«(H)
0 : m(H,t+1)#0 und FEg(H,t)=0
%(ag}ggﬁ) . m(H,t+1)£0 und Ep(H,t) #0

>0 : m(H,t+1)=0 mit Hilfssatz 2.11
=¢ =0 : m(H,t+1)#0 und Eg(H,t)=0
>0 : m(H,t+1)#0 und FEg(H,t)# 0 mit Hilfssatz 2.11

= % > 0. Also ist gg monoton wachsend beziiglich f,(H).

b) Der Beweis, dass gg beziiglich f,(H) monoton wachsend ist, erfolgt ent-
sprechend der Vorgehensweise in a). Dabei wird Ey durch Eg ersetzt. O

Mit diesem Hilfssatz wurde bewiesen, dass die Vorhersagegenauigkeit
von Ey und Eg mit steigender relativen Fitness eines Schemas wéchst.
Dies ist ein interessantes Ergebnis, da es bedeutet, dass, je fitter ein Sche-
ma ist, desto besser seine zukiinftige Vertreteranzahl durch Ex und Eg
approximiert wird.

Mit gy (bzw. gs) konnen Gg (bzw. Gg) als ein Ma$ fiir die durch-
schnittliche Giite der Approximation von m(H,t+ 1) durch Ey (bzw. Eg)
berechnet werden:

1
He=Z\H*

1
Gs = 37 > gs
HeE\H*

Abgesehen von gy und gg wird der Term v := v(gg,gs, m(H,t + 1))
berechnet, welcher ein Ma$ fiir die verbesserte Approximation von m(H, t+
1) ist, die erreicht wird, wenn Eg(H,t) anstelle von Ep(H,t) verwendet
wird. Fiir ein Schema H berechnet sich v folgendermafen:

g — g5 : fiir m(H,t+1) =0 oder gy > 1
vi=4¢ 2—(gg +gs) : fiirgg <1lund gs>1 (3.1)
gs — 9o : fiir gy <1 und gg < 1.
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3.2. Allgemeine Ergebnisse

Die durchschnittliche Verbesserung V' der Approximationsgiite kann
dann wie folgt berechnet werden:

HEE\H*

Weiterhin wird die Anzahl der Fille iy (bzw. ig) gezéhlt, in denen
Eg(H,t) (bzw. Es(H,t)) den Wert m(H,t+ 1) iiberschreitet, wenn also

Ey(H,t)>m(H,t+1) (bzw. Es(H,t) > m(H,t+1))

eintritt. Mit @ o und iis kann dann die durchschnittliche Anzahl der Uber-
schreitungen Uy und Ug berechnet werden:
UH = ?)lj bzw. US = ?)lj

3.2. Aligemeine Ergebnisse

In diesem Abschnitt werden die ersten numerischen Ergebnisse vorgestellt.
Es wird die Optimierungsaufgabe

z(x) = sin(z) — max mit ze€Z

betrachtet. Abhéingig von dem interessierenden Ergebniss werden unter-
schiedlich viele Simulationen mit variierenden N durchgefiihrt. Wird nichts
anders lautendes erwéhnt, so werden folgende Parameterbelegungen in den
Simulationen verwendet:

p. = 0.9
pm = 0.01
I =5
2n = 10.

Die Wahl der Werte fiir p. und p,, sind durch die Erfahrungswerte
aus der Praxis und theoretischer Untersuchungen motiviert, welche p. ~ 1
und p,, ~ 0 empfehlen. Fiir reprisentable Simulationsergebnisse sollen
moglichst viele Schemen untersucht werden. Mit wachsender Chromoso-
menlénge steigt jedoch die Schemenanzahl derart, dass die Laufzeit der
Simulationen erheblich verldngert wird. In vorangegangenen Testsimu-
lationen hat sich I = 5 als zeitlich akzeptabel profiliert und bietet mit
3% — 1 = 242 Schemen eine ausreichend grofie Anzahl an Werten, um aus-
sagekréftige Ergebnisse zu liefern.

Die Laufzeit einer Simulation wird nicht nur durch eine grofle Anzahl
an Schemen verldngert, sondern auch durch eine grole Anzahl an Indi-
viduen. Je mehr Individuen, desto grofler die Anzahl an Berechnungen.
Jedoch erhoht eine geringe Anzahl an Individuen die Wahrscheinlichkeit,
das der genetische Algorithmus in einem Submaximum , hingen® bleibt.

49
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Gy Gg vV Uy Usg
94.29% 96.60% 0.56% 7.23 206.39

Tabelle 3.1.: Durchschnittswerte fir Gy, Gg, V, UH und Ug aus 20 Simulation
mit N = 500. Das Optimum wurde in 7 Simulationen gefunden.

Mochte man mit einer Wahrscheinlichkeit von 99%, dass bei der Initia-
lisierung der Populations jedes Allel an jedem Gen vertreten ist, um ein
,Hangenbleiben“ zu vermeiden, dann muss nach einer in [20] gegebenen
Formel

2n > 6.21 also n>4

gewihlt werden. Um die Gefahr des ,,Héngenbleibens® noch weiter zu ver-
ringern wird n = 5 gewéhlt.

Durchschnittliche Approximationsgiite von Eg und Eg

Um erste Werte fiir G, Gg, V, Uy und Ug zu erhalten, wurden 20 Simu-
lationen mit jeweils 500 Generationen durchgefiihrt. Die Ergebnisse sind
in Tabelle 3.1 aufgelistet.

Der Schemensatz 2.3 liefert auch ohne die vollstindige Betrachtung al-
ler Szenarien, in denen ein Schema in der Folgepopulation Vertreter besitzt
eine sehr gute Anniaherung an m(H,t+ 1). Die durchschnittliche Approxi-
mationsgiite von FEg(H,t) liegt jedoch mehr als 2% iiber der von Ey(H,t)
und die tatséichliche Verbesserung der Approximation V betrigt 0.56%.
Zu beachten ist weiterhin, dass Eg(H,t) durchschnittlich in 206.39 von
242 Fillen iiber dem Wert m(H,t + 1) liegt.

Korrelation zwischen Ey (bzw. Eg) und m(H, t + 1)

Zwischen Ep und m(H,t + 1) bzw. zwischen Es und m(H,t + 1) sollte
ein linearer Zusammenhang erkennbar sein. Je hoher die Voraussage der
Vertreteranzahl eines Schemas, desto hoher sollte die tatséchlich eingetre-
tene Vertreteranzahl sein. Es wurden Daten aus einer Simulation mit 10
Generationen extrahiert und Werte fiir die Regressionsgeraden rgy und rg

rH Yyl = a1z + by

TS Y2 = a2x2 + by

berechnet. Die Regressionsgeraden sollen die lineare Abhéngigkeit von
m(H,t+ 1) von Ex bzw. Eg beschreiben. Tabelle 3.2 fasst die Ergebnisse
und Berechnungen zusammen.

Die Werte der Korrelationskoeffizienten p; = 0.98 und py = 0.99 bestéti-
gen, dass m(H,t+1) als linear abhiingig von Ep(H,t) und als linear abéngig
von Eg(H,t) betrachtet werden kann. Es besteht also tatséchlich ein linea-
rer Zusammenhang zwischen m(H,¢ + 1) und Ey bzw. Eg. Je grofler Ey
und Eg, desto grofler wird der Wert von m(H,t + 1) sein.
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3.2. Allgemeine Ergebnisse

Summen Anzahl Durchschnitt

der Wer-

te, die in

die Sum-

Spk = Ssk = | men ein-
m(H,t+1) ;E ;E gehen SAL:: SAL::

m(H 4=k  m(H,t+1)=k

=k Ay | Eg(H,t) Es(H,t)
0 22.02 209.88 1530 0.014 0.137
1 56.21 188.98 293 0.192 0.645
2 148.33 304.09 218 0.680 1.395
3 119.09 213.09 72 1.654 2.96
4 139.90 200.53 44 3.18 4.557
5 119.12 144.03 23 5.179 6.262
6 285.28 422.71 72 3.962 5.871
7 169.09 210.03 30 5.636 7.001
8 320.98 352.71 45 7.133 7.838
9 564.67 608.42 68 8.304 8.947
10 245.52 245.53 25 9.821 9.821

Berechnung der Regressionsgeraden rpm und rg:
i |yi=ami+b | a bi | pi P}
1 rH 0.96 0.99 | 0.98 0.96
2 rg 0.97 0.09 | 0.99 0.98

Tabelle 3.2.: Korrelation zwischen m(H,t + 1) und Eg(H,t) (bzw. Es(H,t)).
Es wurde eine Simulation mit N = 10 durchgefiihrt.
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Abbildung 3.1.: Die Differenz Eg(H,t)— Er(H,t) in Abhéngigkeit von der Fit-
ness eines Schemas. Es wurde eine Simulation mit N = 200
durchgefiihrt. Die Schemen sind in 20 Fitnessklassen eingeteilt.

Differenz Es — Ex

Weiterhin ist es interessant zu untersuchen, ob die durchschnittliche ab-
solute Differenz (Es(H,t) — Eg(H,t)) moglicherweise von der Fitness des
Schemas H abhingig ist, z. B. in der Art, dass die Differenz mit stei-
gender Fitness wéchst. Wire dies der Fall, so wiirde es darauf hindeu-
ten, dass Es(H,t) mit einer grofleren Rate monoton wichst als Eg(H,t).
Um dies numerisch zu untersuchen, wurden die Schemen in 20 Klassen
K; (i=1,...,20) beziiglich ihrer relativen Fitness eingeteilt:

1—1 4

HeK,; H)e |—, —
€K, < fi( )6[20,20

) i=1,...,20 VH cE\H".

Eine Simulation mit 200 Generationen wurde durchgefiihrt. Die Ergeb-
nisse sind in Abbildung 3.1 dargestellt. Die Abbildung zeigt die verbun-
denen Werte der Differenz (Ey(H,t) — Es(H,t)) in Abhéngigkeit von den
Fitnessklassen. Sie zeigt, dass die Differenz beziiglich f;(H) nicht mono-
ton ist. Das bedeutet, dass der Abstand zwischen Ex und Eg nicht mit
steigender relativer Fitness eines Schemas wéchst.

Einfluss der einzelnen Terme Ec,,, Eco, und Eyye auf Eg

In diesem Unterabschnitt soll numerisch untersucht werden, welchen Ein-
fluss die Terme E¢,,, Eco, und Ejpy auf Eg besitzen. Es wird dabei der
prozentuale Anteil dieser Terme an dem Wert von Eg betrachtet. Aus den
Ergebnissen konnen Riickschliisse gezogen werden, wie wahrscheinlich die
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Angaben in [%)] | Eco, Eco, Euut
Durchschnittlicher Anteil an Eg 8.2 11.3 80.5

Durchschnittlicher Anteil an FEg, wenn | 41.6  55.6 2.8
ECol + E002 >0

Tabelle 3.3.: Durchschnittliche Werte fiir den Anteil von E¢y,, Eco, und Epfyy
an Eg. Es wurden 20 Simulationen mit N = 500 durchgefiihrt.

in Abschnitt 2.4.1 untersuchten Szenarien sind. Das heif}t, es wére erkenn-
bar, wie wahrscheinlich es ist, dass ein Vertreter von H aus dem Kreuz-
tausch zweier Vertreter der Teilschemen Hy und Hj, resultiert (Eco,) und
wie wahrscheinlich es ist, dass ein Vertreter von H aus dem Kreuztausch
mit mindestens einem Vertreter von H resultiert (Ec,, ). Aus dem prozen-
tualem Anteil von Ejp; ist dann ersichtlich, wie hiufig ein Vertreter von
H durch die Mutation in die Population gelangt. Um dies zu untersuchen,
werden 20 Simulationen durchgefiihrt. Die Ergebnisse sind in Tabelle 3.3
aufgelistet.

Auf Grund der meist klein gewéhlten Mutationswahrscheinlichkeit ist
es sehr unwahrscheinlich, dass ein Element, welches kein Vertreter von H
ist, zu einem Vertreter von H mutiert wird. Daher schiatzt man den An-
teil von FEjpy als sehr gering ein. Deshalb ist es verwunderlich, dass der
durchschnittliche prozentuale Anteil von Ej,; mit 80.5% sehr grof} ist. Um
dieses Phinomenen zu erkliren, erfolgt ein Vorgriff auf Simulationen, die
zu einem spiteren Zeitpunkt in der Arbeit erwihnt werden (Tabelle 3.6).
Anhand der Ergebnisse dieser Simulationen ist bekannt, dass die Anzahl
der Schemen, die keine Vertreter in der Population P; besitzen, sehr hoch
ist. Besitzt ein Schema keine Vertreter in der Population P;, so ist seine re-
lative Fitness f;(H) notwendigerweise gleich Null. Nach dem Hilfssatz 2.9
muss dann aber Ej;; > 0 gelten. Der Term E¢,, wird ebenfalls Null. Uber
den Wert von E¢,,(H,t), wenn fi(H,t) = 0 gilt ist nichts bekannt. Somit
setzt sich Eg nur additiv aus E¢,, und Ej,; zusammen, was wiederum den
prozentualen Anteil von beiden gegeniiber E¢,, erhoht. Dadurch ist der
grofle durchschnittliche Anteil von Ejs,; an Es von iiber 80% erkliarbar.
Zum Vergleich wurden die Simulationen nochmals durchgefiihrt, wobei
die prozentualen Anteile von E¢,,, Ece, und Ejpy nur gemessen wurden,
wenn Ec¢,, + Eco, > 0 galt. Die Ergebnisse sind ebenfalls in Tabelle 3.3 zu
sehen. Sie bestéitigen, dass der Anteil von Ejpy an Eg, wie vermutet, sehr
gering ist. Weiterhin ist ersichtlich, dass fiir ein Schema mit positiver rela-
tiver Fitness es am wahrscheinlichsten ist, durch den Kreuztauschoperator
Vertreter in der Population zu erhalten.

3.3. Nutzung von verschiedenen Zielfunktionen

In diesem Abschnitt wird der Einfluss, den die Wahl der Zielfunktion
auf Ex(H,t) und Es(H,t) hat, untersucht. Im Allgemeinen hat der An-
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wender von genetischen Algorithmen keine Wahlmdglichkeit, sondern die
Zielfunktion ist ihm gegeben. Die Leistung eines genetischen Algorithmus
wird wesentlich dadurch bestimmt, wie gut die Kodierung der Elemente
des Suchraumes auf die Zielfunktion abgestimmt ist. Die Kodierung soll-
te in irgendeiner Art den Charakter der Zielfunktion widerspiegeln. Ist
die Zielfunktion monoton, so sollte eine wachsende Anzahl von Nullen in
den Chromosomen mit einem wachsenden oder fallenden Zielfunktions-
wert korrespondieren. Sind die Zielfunktionswerte zufillig gewahlt, gébe
es zwischen der in dieser Arbeit verwendeten Kodierung und der Zielfunk-
tion keinen Zusammenhang und der genetische Algorithmus wiirde einer
zufilligen Suche entsprechen. Dies ist dadurch begriindet, dass die Kom-
bination zweier fitter Individuen nicht notwendig ein mindestens genauso
fittes Individuum erzeugt. Mit diesem Abschnitt soll gezeigt werden, wie
ausschlaggebend das Zusammenspiel zwischen Zielfunktion und Kodierung
auf die Leistung eines genetischen Algorithmus ist.

Es werden zwei verschiedene Zielfunktionen betrachtet, die mehr oder
weniger mit der vorliegenden Kodierung korrespondieren. Zum einen die
Zielfunktion z;(z) = sin(z) und zum anderen wurde die Konigswegfunkti-
on' z(z) betrachtet. Die Kénigswegfunktion arbeitet mit einer Menge von
Schemen

{51,52,... ,Sm} mit S; € E\H* Vi € {1,... ,m}
und ist folgendermaflen definiert:

m ) 1 : z€S8;
22(33) = Z%’Vi(l") mit Vz(x) = { 0 Sonstl_
=1

Die w; (i = 1,... ,m) sind nichtnegative Gewichte. Gilt fiir alle Gewichte
w; = 1, so ist der Zielfunktionswert z(z) die Anzahl der Schemen, fiir die
x Vertreter ist.

Das Optimum von z(z) ist das Individuum z,,; = —11 mit dem Chro-
mosom (1,1,0,1,1). Die Wahl der Schemen und Gewichte fiir die Konig-
wegsfunktion z;(z) wurde derart getroffen, dass z,,; = —11 auch das Opti-

mum von zo(z) ist. Die Menge der Schemen und die zugehorigen Gewichte
sind in der folgenden Tabelle aufgelistet.

i | Schema S; | Gewicht w;
T (1, %, %, %, %) 1
2] (1, K, %, %) 1
3| (%, 0, %, %) 1
4| (k, %, %, 1,%) 1
D | (e, Kk, %, 1) 1

'aus dem Englischen: ,Royalroad function®
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3.3. Nutzung von verschiedenen Zielfunktionen

21 (z) z(z)
Anzahl der Simulationen, in denen das Opti- | 39 100
mum gefunden wurde
Anzahl der Simulationen, in denen das Opti- | 24 26
mum in der Anfangspopulation Py enthalten
war

Durchschnittliche Anzahl von Generationen, | 87.9333  5.0541
die benétigt wurden das Optimum zu finden,
wenn es iiberhaupt gefunden wurde und da-
bei nicht in Py vorhanden war

Tabelle 3.4.: Ergebnisse aus 100 Simulationen mit N4, = 500 zum Vergleich
von z1(z) und z2(x) bzgl. der bendtigten Generationsanzahl zum
erstmaligen Auftretens des Optimums.

Anzahl der Generationen, die zum Finden des Optimums benétigt
werden

Zu Beginn ist es interessant zu untersuchen, ob die Zielfunktion einen
Einfluss auf die Anzahl der Generationen hat, die benétigt werden, um
das Optimum zu finden. Das Optimum gilt als gefunden, wenn wenigstens
ein Individuum der Population das Optimum reprisentiert. Dabei zihlt
nur das erstmalige Auftreten des Optimums in der Population, es bleibt
aufler Acht, ob es in der Population iiber mehrere Generationen bleibt.
Da jedes Schema, welches der Kénigswegfunktion {ibergeben wurde, das
Optimum z,,; als Vertreter besitzt, wird vermutlich bei der Kénigsweg-
funktion das Optimum schneller gefunden werden, als bei der Zielfunktion
z1(z). Dies liegt darin begriindet, dass die Konigswegfunktion einen Weg
zum Optimum bereit legt, da nur diejenigen Individuen einen positiven
Fitnesswert zugewiesen bekommen, die mit wenigstens einem Allel mit
dem Allel am betreffenden Gen des Optimums iibereinstimmen. Die Ver-
mutung, dass das Optimum bei einem genetischen Algorithmus mit 2o(z)
als Zielfunktion schneller gefunden wird, als bei der Nutzung von z(z)
als Zielfunktion soll untersucht werden. Dafiir wurden jeweils 100 Simula-
tionen pro Zielfunktion durchgefiihrt. Die Ergebnisse sind in Tabelle 3.4
zusammengefasst.

Die Simulationsergebnisse scheinen die Vermutung zu bestétigen. Ein
genetischer Algorithmus mit der Konigswegfunktion z5(z) als Zielfunkti-
on findet das Optimum schneller als ein genetischer Algorithmus mit z; ()
als Zielfunktion. Das liegt daran, dass ein Algorithmus mit z;(z) das Opti-
mum aus der Menge der Elemente mit hohen Fitnesswerten herausfinden,
beim Kreuztausch zusammenfiigen oder entdecken muss. Dies geschieht
nur mit der Hilfe der Fitnesswerte der Individuen, der zufillig gew#hlten
Kreuzungstelle und mit dem zufilligen Stattfinden einer Mutation. Bei
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3. Computersimulationen

Gy Gg 1% Uy Ug
21 (x) 94.38% 96.34% 0.54% 7.19 207
2o(x) 76.32% 94.53% 8.02% 21.56 165.26

Tabelle 3.5.: Simulationsergebnisse zum Vergleich von 2 (z) und 23 (z) beziiglich
der Genauigkeit von Ex und Eg. Es wurde pro Zielfunktion eine
Simulation mit N = 100 durchgefiihrt.

einem genetischen Algorithmus, welcher jedoch z(z) verwendet, besitzt
jedes Individuum mit positiven Fitnesswert wenigstens ein Allel des Opti-
mums am richtigen Gen im Chromosom. Werden zwei Individuen mit po-
sitiven Fitnesswerten beim Kreuztausch gekreuzt, so entstehen Individu-
en, wovon wenigstens einer mindestens den Fitnesswert des schlechtesten
Elternteils besitzt. Eine gleichzeitige Verschlechterung der Fitnesswerte
beider gekreuzten Nachkommen ist dadurch, im Gegensatz zu Simulatio-
nen mit der Zielfunktion z;(z), nicht moglich. Wird z9(z) als Zielfunktion
verwendet, so ist es auch mdoglich, dass das Optimum nicht erreicht wird.
Dies kann geschehen, wenn p,, = 0 gesetzt wird und alle Individuen an
einem bestimmten Gen das gleiche Allel besitzen, welches nicht mit dem
Allel am betreffenden Gen des Optimums iibereinstimmt.

Die Simulationsergebnisse verdeutlichen die Notwendigkeit einer guten
Zusammenarbeit zwischen Zielfunktion und Kodierung. Mit der Zielfunk-
tion z; wurde bei der verwendeten Kodierung nur in 15% der Simulationen
das Optimum gefunden und dann erst in der 88. Generation. Im Vergleich
71 2o ist das ein enttduschendes Ergebnis. Die Konigswegfunktion 2o kann
durch ihre Definition sehr genau an die zu Grunde liegende Kodierung
angepasst werden. Dies erklirt die guten Simulationsergebnisse mit zs.

Einfluss auf Gz und Gg

Da in Simulationen, in denen die Konigswegfunktion 2 (z) als Zielfunktion
benutzt wird, das Optimum &fter und erheblich schneller gefunden wird,
liegt es nahe zu vermuten, dass Vertreter des Optimums die Population
zu einem fritheren Zeitpunkt dominieren, als bei der Nutzung von z;(z).
Das ist dadurch begriindet, dass in den Simulationen mit der letzteren
Zielfunktion das Optimum erst sehr spit oder gar nicht gefunden wird
(Tabelle 3.4). Man kann also vermuten, dass in genetischen Algorithmen
mit z3(z) mehr Vertreter von Schemen mit hohen durchschnittlichen Fit-
nesswerten vorhanden sind, als in Simulationen, in denen z(z) verwendet
wird.

Nach dem Hilfssatz 3.1 sind gy und gs monoton wachsend beziiglich
der relativen Fitness eines Schemas. Dadurch sind vermutlich auf Grund
der grofleren Anzahl an sehr fitten Schemen die Werte von Gy und Gg bei
der Verwendung von z(z) im Vergleich mit z;(z) hoher. Um diese Vermu-
tung zu bestitigen, wurde pro Zielfunktion eine Simulation mit jeweils 100
Generationen durchgefiihrt. Die Ergebnisse sind in Tabelle 3.5 aufgelistet.
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3.3. Nutzung von verschiedenen Zielfunktionen

z1(x) 29()

K, K, K; | K Ky K;

Anzahl von Schemen in | 211.08 0.19 30.73 | 206.76 24.96 10.28
den einzelnen Klassen
davon mit Vertretern in | 22.54 0.19 30.73 | 84.62 24.96 10.28
der Population
Gp in [%] pro Klasse 82.02 0.06 12.3 | 65.69 6.81 3.81
Gs in [%)] pro Klasse 83.08 0.08 13.18 | 78.47 11.52 4.54
Durchschnittswerte von 94 75 97 77 66 90

Gy in [%] pro Klasse
Durchschnittswerte von 95 105 104 92 112 107
Gs in [%] pro Klasse
Uy pro Klasse 0.69 0.03 6.47 | 15.69 2.5 3.37
Ug pro Klasse 189.9 0.1 17.09 | 142.15 15.09 8.02

Tabelle 3.6.: Simulationsergebnisse zum Vergleich von z; (z) und z2(z) bzgl. der
Genauigkeit von EF und Eg, wobei die Schemen in die Fitnessklas-
sen Ky, K9 und Kj eingeteilt sind. N = 100

Entgegen der Vermutung sind die Werte von Gy und Gg bei der Nut-
zung der Konigswegfunktion zy(x) geringer. Dabei erweist sich Eg stabiler
als E gegeniiber z(z), da Gs nur um 1.81%, G aber um 18.06% sinkt.
Die Verbesserung V der Approximationsgiite, die erreicht wird, wenn Eg
anstelle von Ep verwendet wird, steigt bei der Nutzung von z9(z) von
0.54% auf 8.02%.

Um einen Hinweis auf den Grund der unerwartet geringen Werte von
Gy und Gg bei der Verwendung der Kénigswegfunktion zu erhalten, wer-
den die beiden Simulationen noch einmal durchgefiihrt und dabei die Sche-
men in drei Fitnessklassen (K7, Ko und K3) eingeteilt:

HeK, & ft(H)<%
HeK, & 1<fi(H) <2 VH € E\H*.
HeK; < f(H)>3.

Nun kann man die Anzahl der Schemen in jeder Klasse und den Beitrag
jeder Klasse zu G und Gg aufschliisseln. Die Ergebnisse der Simulationen
sind in Tabelle 3.6 zusammengefasst.

Uberraschenderweise ist die Anzahl an Schemen mit hoher Fitness in
der Simulation mit der Zielfunktion z; (z) dreimal so hoch, als in der Simu-
lation mit z9(z). Damit war die Vermutung zu Beginn des Unterabschnittes
falsch, welche beinhaltete, dass die Anzahl an sehr fitten Schemen bei ge-
netischen Algorithmen mit der Konigswegfunktion hoher sein miisste, als
bei Algorithmen mit z;(z). Doch dadurch, dass die Mehrzahl an Schemen
in Algorithmen mit z5(x) eine geringe bis mittlere Fitness besitzen, sind
die gesunkenen Werte von Gy und Gg erkldarbar. Denn je kleiner die Fit-
ness eines Schemas H, desto kleiner sind gy und gg (siehe Hilfssatz 3.1)
und somit auch Gy und Gg.
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3. Computersimulationen

Einfluss auf V

Es wurde festgestellt, dass der Wert fiir V' bei Benutzung von z(z) an-
stelle von z(z) von 0.54% auf 8.02% steigt (Tabelle 3.5). In diesem Un-
terabschnitt soll ein Erklarungsversuch fiir dieses iiberraschende Ergebnis
gegeben werden.

Aus den Daten von Tabelle 3.6 ist ersichtlich, dass die durchschnittliche
Anzahl der Uberschreitungen Up, also die Anzahl der Fille in denen Ej
grofler als die tatsédchlich eingetretene Anzahl von Vertretern eines Sche-
mas H in der Population war, beim Ub_grgang von z1 () zu za(x) steigt. Der
Wert fiir Ug sinkt jedoch stark. Jede Uberschreitung (g7 > 1 oder gg > 1)
geht negativ in den Term fiir v ein (3.1). Wird z2(z) als Zielfunktion ver-
wendet, geht also, wegen dem gesunkenen Wert fiir Ug, ein bestimmter
Betrag nicht mehr negativ in den Wert fiir v und somit in den Wert fiir V
ein. Dies konnte ein Grund fiir den gréfleren Wert fiir V' bei der Benutzung
von z(z) anstelle von 2 (z) sein.

Offene Fragen

Die Simulationsergebnisse in Tabelle 3.5 und Tabelle 3.6 werfen eine Reihe
weiterer interessanter Fragen auf, die in der hier vorliegenden Arbeit ent-
weder nicht untersucht oder keine Hinweise auf deren Antworten gefunden
werden konnten. Einige dieser Fragen sind im Folgenden aufgelistet:

e Warum sinkt Gy stirker als Gg bei der Verwendung von zz(z)?

e Warum sinkt bei der Verwendung von z(z) der Wert fiir Ug in K,
und K, so stark, und warum steigt Uy in K; und K»?

e Warum ist die Anzahl von Schemen mit geringer bis mittlerer Fitness
so grof}, wenn zy(z) verwendet wird?

e Warum ist die Gesamtanzahl an Schemen, die bei der Zielfunktion
z9(z) in der Population vorhanden sind, gegeniiber der Simulation
mit z;(z) mehr als doppelt so grof3?

e Wie grof} ist die Differenz zwischen Ey und Eg,, + Eco,? Daraus
konnte eine Vorstellung gewonnen werden, wie oft ein Vertreter eines
Schemas durch die Kreuzung zweier Individuen, die Vertreter von
H;\H oder H;\H sind, entsteht.

3.4. Optimierung der Mutationswahrscheinlichkeit

Der einfache genetische Algorithmus besitzt die Kontrollparameter Kreuz-
tausch- und Mutationswahrscheinlichkeit, welche einen groflen Einfluss auf
die Folge der Populationen, und somit auf das Finden der Optimallésung,
besitzen.

Dieser Abschnitt wird sich mit der optimalen Wahl der Mutationswahr-
scheinlichkeit p,, in einem einfachen genetischen Algorithmus beschéftigen.
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3.4. Optimierung der Mutationswahrscheinlichkeit

Zunichst wird das Optimierungsproblem formuliert und ein Lésungsan-
satz vorgestellt. Anschlielend wird die Optimierung fiir einen Spezialfall
durchgefiihrt.

Die Mutationswahrscheinlichkeit hat Einfluss auf die Geschwindigkeit,
damit ist die benotigte Anzahl an Generationen gemeint, mit der das Opti-
mum gefunden wird und auf die Rate, mit der sich die Anzahl der Vertreter
eines Schemas mit hoher Fitness vergrofiert. Ist die Mutationswahrschein-
lichkeit sehr grofl gew#hlt, so werden sich die Individuen der Population
auf Grund der hohen Zahl von Mutationen untereinander mehr unterschei-
den, als bei einer kleiner Mutationswahrscheinlichkeit. Durch die erhdhte
Heterogenitét der Population kann das Optimum schneller gefunden wer-
den. Jedoch ist es auch wahrscheinlicher, dass aus der Mutationtion eines
Vertreters des optimalen Schemas nur Elemente resultieren, die nicht Ver-
treter des optimalen Schemas sind. Mit ,optimalen Schema“ ist dabei
Folgendes gemeint:

Bezeichnung 3.2 Das optimale Schema H,, ist das Schema, welches als
einzigen Vertreter das Optimum des zu Grunde liegenden Problems besitzt.

Einige Auswirkungen der Mutationswahrscheinlichkeit sind im Folgen-
den aufgelistet. Sie besitzt Einfluss auf:

e die Geschwindigkeit, mit der die Anzahl der Individuen mit hoher
Fitness in der Population wéchst.

e die Geschwindigkeit, mit der das Optimum gefunden wird.

e die Wahrscheinlichkeit, mit der das gefundene Optimum in der Po-
pulation bleibt.

Diese Merkmale werden als Funktionen von p,, formuliert:

fi + RO,1] —R

= Anzahl der zu erwartenden Vertreter eines guten Sche-
mas in der Folgepopulation, beschrieben durch Ey(H,t)
oder Eg(H,t).

fo : RO0,1] —N
= Anzahl der Generationen, die der einfache genetische
Algorithmus benétigt, um das Optimum zu finden.

fs : R[0,1] — R[0,1]

= Wahrscheinlichkeit, mit der das gefundene Optimum
wahrend der Simulation in der Population bleibt.
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3. Computersimulationen

Dabei sollen f; und f3 maximiert und fo minimiert werden, da die
Vertreteranzahl von Schemen mit hohen Fitnesswerten in der Population
moglichst schnell steigen und die Wahrscheinlichkeit, dass das gefundene
Optimum in Population bleibt moglichst grof sein soll. Die Anzahl an Ge-
nerationen bis zum erstmaligen Auftreten des Optimums in der Population
sollte dagegen moglichst gering sein.

Der Schemensatz 2.3 kann fiir die Optimierung der Mutationswahr-
scheinlichkeit des einfachen genetischen Algorithmus verwendet werden.
Es ist zu vermuten, dass eine qualitativ bessere Losung bei der Opti-
mierung erreicht wird, wenn der modifizierte Schemensatz 2.7 verwendet
wird, da dieser die Vertreteranzahl eines Schemas in der Folgepopulation
genauer vorhersagt.

Zu Beginn des Abschnittes wurde vermutet, dass fo und f3 monoton
fallend sind, dass also das Optimum mit steigender Mutationswahrschein-
lichkeit zwar schneller gefunden wird, jedoch weniger wahrscheinlich in
der Population bleibt. Um diese Vermutung zu bestéitigen und zusétzli-
che Hinweise auf den Verlauf von f; und f3 und auf weitere Auswirkun-
gen der Mutationswahrscheinlichkeit zu erhalten, werden fiir verschiedene
Mutationswahrscheinlichkeiten jeweils 10 Simulationen durchgefiihrt. Die
Ergebnisse sind in Abbildung 3.2 dargestellt.

Es ist erkennbar, dass fo und f3 tatséichlich fiir groflere Werte von p,,
sinken. Wird fo mit (—1) multipliziert, so erhélt man das Vektormaximie-
rungsproblem

fi1(pm)
—fa(pm) | — max fiir p, €[0,1]. (3.2)

f3(Pm)

Die Zahlenbereiche der Wertevorréite von fi, fo und f3 sind nicht iden-
tisch. Weiterhin muss angenommen werden, dass die Funktionen im All-
gemeinen nichtlinear sind.

Eine Optimallgsung von (3.2) kann mit den folgenden Schritten be-
rechnet werden:

1. Approximation von f, und f3 durch geeignete Kurven.

2. Losen des Vektormaximierungsproblems (3.2) zum Beispiel durch die
Methode der schrittweisen Konzessionen [8] oder die Methode der e-
Beschrénkungen [10].

In dieser Arbeit wird die Methode der schrittweisen Konzessionen ver-
wendet und soll daher hier beschrieben werden. Fiir die Vektormaximie-
rungsaufgabe iiber den zuléssigen Bereich B

filz) — max i=1,...,m
r€eB

wird fiir die Methode der schrittweisen Konzessionen eine Rangfolge

(fiu--- 7f’im)
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3.4. Optimierung der Mutationswahrscheinlichkeit

Anzahl der Simulationen, bei denen das Erstmaliges Auftreten des Optimums in der
Optimum gefunden wurde Population, wenn es nicht in der
Anfangspopulation enthalten war

i
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Abbildung 3.2.: Ergebnisse aus jeweils 10 Simulationen fiir
pm = 0.0, 0.025, 0.05, 0.075, 0.1, 0.125, 0.15, 0.175 und 0.2.

der Funktionen f; gebildet. Dann wird die erste Funktion f;, der Rangfolge
maximiert und der zuldssige Bereich B verkleinert. Der Maximalwert von
fiy wird mit f/*%¥ bezeichnet. Der zuléssige Bereich wird beschrénkt, indem
mit einem geeigneten oy, eine untere Schranke «;, f/** fiir den Funktions-
wert f7 (zopt) der Optimalldsung o, bestimmt wird, die nicht unterschrit-
ten werden darf. Anschliefend wird die nichste Funktion f;, der Rangfolge
iiber den eingeschriankten zulédssigen Bereich maximiert und der Funkti-
onswert f# durch a;, f** nach unten beschrinkt. Dieses Verfahren wird
bis zur Maximierung von f; fortgefiihrt.

Im Folgenden soll die Optimierung der Mutationswahrscheinlichkeit
beim einfachen genetischen Algorithmus durchgefiihrt werden. Dabei wird
(3.2) mit f; = Ey(Hgp,t) optimiert und eine weitere Optimierungsaufgabe
konstruiert, indem f; in (3.2) durch f] = Es(Hopt,t) ersetzt wird:
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3. Computersimulationen

f{(pm)
—fa(pm) | — max fiir  p,, €[0,1]. (3.3)

f3(Pm)

Anschliefend wird mit einigen Simulationen iiberpriift, ob f| = Eg(H, 1)
tatséchlich eine qualitativ bessere Losung als fi = Ex(H,t) ermoglicht.

Bei der Optimierung von (3.2) und (3.3) wird nur das optimale Sche-
ma H,,; betrachtet, also fi auf fi = Eg(Hgp,t) und f{ auf f{ = Eg(Hyp, )
beschrinkt. Diese Beschrankung ist fiir die Aufwandsbegrenzung notwen-
dig, da die Maximierung von f; und f{ fiir alle Schemen zu umfangreich
ist. Das Schema H,,; wird als Représentant fiir Schemen mit hohen Fit-
nesswerten gewéhlt. Da H,, nur einen einzigen Vertreter besitzt, ist die
Lénge und Ordnung von H,,; bestimmt:

O(Hopt) =1
6(Hopt) = -1
Besitzt das optimale Schema erstmalig Vertreter in der Population P,
so handelt es sich meist nur um einen Vertreter, also m(Hgy,t) = 1. Da au-

Berdem Fy(H,p) > F; gilt, erhiilt man eine untere Schranke fiir die relative
Fitness von Hy:

Ft(Hopt)

2'nfft(Hopt) = m(Hopt,t)T > 1 mit (24)
t
1
= ft(Hopt) 2 % = 01

Fiir die Untersuchungen wird f;(H,p) = 0.1 gesetzt. Zu der vollstdndi-
gen Berechnung von Eg fiir ein konkretes p,, werden weiterhin Werte fiir
o(H)
Fowm = > filHopr,) fi Hop,)

k=1

und
fi = P(H N Ok (P) #0) VH' € Hyp, ¥i=1,... ,0(Hyp)

benotigt. Diese miissen aus Messungen gewonnen werden. Messwerte fiir
fsum und f2 . (i = 1,...,5) sind in Tabelle 3.7 zu finden. In diesen Un-
tersuchungen werden, wie bereits erwidhnt, die Werte fiir m(Hp,t) = 1
verwendet.

Die Funktionswerte von fi(py,) und f|(p.,) konnen nun berechnet wer-
den. Abbildung 3.3 zeigt die Graphen der Funktionen fi(p,,) = Eu(pm)
und f{(pm) = ES(pm) mit

Ex(pm) = 0.19 —0.945p,, + 1.9p2, — 1.9p3, + 0.95p% — 0.19p°
Es(pm) = 4.671 —20.030p,, + 34.661p2, — 30.197p3, + 13.179p}, — 2.284p5 .
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m(HOPtat) ‘ fsum ‘ f%zut ‘ fgmut ‘ fgmut ‘ f#@ut ‘ fr?wt
1 2.032 | 0.333 | 0.125 | 0.032 0.0003 0
2 2.921 | 0.150 | 0.103 | 0.013 0.00005 0
3 3.116 | 0.172 | 0.041 | 0.006 0.00003 0
4 3.458 | 0.081 | 0.045 | 0.007 0.00001 0
5 3.644 | 0.064 | 0.02 0.004 0.000006 0
6 3.712 | 0.056 | 0.013 | 0.003 0.0000001 | O
7 3.892 | 0.018 | 0.008 | 0.0002 0 0
8 3.936 | 0.015 | 0.001 | 0.00002 | 0O 0
9 3.949 | 0.008 | 0.004 | 0 0 0
10 4 0 0 0 0 0
Tabelle 3.7.: Messwerte fiir fg,,, und ff;wt i=1,...,5aus jeweils 20 Simulation
pro m(Hgpe, t) mit N = 1. m(Hep, t) = 1,2,...,10
Es EH
6 1
5 0.8
4 0.6
3 0.4
9 .
1 0.2
0.2040608 1Pm 02040608 1Pm

Abbildung 3.3.: Graph der Funktionen Ey(p,,) und Eg(pp,).

Als Approximation fiir fo und f3 werden die Regressionskurven rs(p,,)
und r3(p,,) berechnet und verwendet:

—fo(pm) = r2(pm) = —16.363 o 13.833pm,
fa(pm) =~ 7T3(pm) = 0.419 + 0.5365in(18.782p,, + 1.9).

Die Korrelationskoeffizienten py fiir fo und ps fiir f3 sind

pp = —0.89133
p3s = —0.93756.

In Abbildung 3.4 sind die Graphen der Regressionskurven ry(p,,) und
r3(pm) dargestellt. Da die Regressionskurven fiir Werte p,, € [0,0.2] be-
rechnet wurden, wird fiir die Optimierung der zuléssige Bereich ebenfalls
auf p,, € [0,0.2] beschriankt. Dieses Vorgehen ist akzeptabel, da die Gra-
phen in Abbildungen 3.2 und 3.3 darauf hindeuten, dass fi, f{ und f3 mit
steigenden p,, gegen Null streben, wogegen f5 sich nur gering verkleinert.
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Abbildung 3.4.: Regressionskurven fiir fo und f3.

Die Rangfolge der zu maximierenden Funktionen fiir die Methode der
schrittweisen Konzessionen wird auf (fy, fo, f3) festgelegt. Die Maximie-
rung der Vertreteranzahl von H,, in der Folgepopulation wird also primér
wichtiger als die Minimierung der bendtigten Generationen bis zum erst-
maligen Auftretens des Optimums und der Maximierung der Wahrschein-
lichkeit fiir den Verbleib des Optimums in der Population erachtet. Das ist
dadurch motiviert, dass das Finden des Optimumss bei einer Mutations-
wahrscheinlichkeit von wenigstens p,, = 0.025 schon innerhalb der ersten
10 Generationen erfolgt (Abbildung 3.2). Dies ist fiir die Praxis ausrei-
chend. Die letzte Funktion der Rangfolge, und damit die als unwichtigste
betrachtete, ist f3. Ein genetischer Algorithmus kann derart modifiziert
werden, dass das beste Individuum der Population unverédndert in die Fol-
gepopulation iibernommen wird. Mit diesem Vorgehen kénnte man (3.2)
und (3.3) auf Optimierungsprobleme mit zwei Funktionen reduzieren.

Weiterhin werden die Werte fiir oy und ay gesetzt. Es wird a; = 0.8
und ay = 0.9 gewihlt. Der Wert von f1(p2%") und f!(pe") soll also wenig-
stens 80% des Maximalwertes f** und f,™* betragen, und der Wert von
F2(p") wenigstens 90% von f3%9%. Es muss beachtet werden, dass f; fiir die
Optimierungsaufgabe negiert wurde. Der Wert von — f5(p,,,) muss daher
wenigstens (1 + (1 — ag))(—f5%%) = (2 — a)(— f4"**) betragen.

Da fi(pm), f1(pm), und —fa(py,) streng monoton sind, ist die Maximie-
rung dieser Funktionen und die anschlielende Beschrinkung des zuléssigen
Bereichs sehr einfach. Das Maximum von f; = Ey(py) und f{ = Es(pn)
iiber R[0,0.2] wird an der Stelle p,, = 0 angenommen:

mag En(0)=0.19  fmee = Eg(0) = 4.67127
oy fM = 0.152 o fimer = 3.73702
Ey(py) = aiff"® fix  Es(py,) ay fme2 fiir

pd = 0.0436475 pL = 0.0509372

Der zuléssige Bereich fiir (3.2) wird nun auf R0, p% ] und der von (3.3)
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3.4. Optimierung der Mutationswahrscheinlichkeit

| P = 0.0368  p,, = 0.0436

Anzahl der Simulationen, in denen das Opti- 20 20
mum gefunden wurde

Anzahl der Simulationen, in denen das Opti- 18 16
mum in der Population blieb, wenn es gefun-

den wurde

Durchschnittliche Anzahl der Generationen, 3.429 3.357

die bendtigt wurden, das Optimum zu fin-
den, wenn es nicht in der Anfangspopulation
enthalten war

Durchschnittliche Anzahl der Generationen, 14.1 13.95
die bendtigt wurden, bis das Optimum die
Population dominierte, d.h. wenigstens von
70% der Individuen reprisentiert wurde

Tabelle 3.8.: Ergebnisse aus jeweils 20 Simulationen fiir p%’tl = 0.0368 und
P = 0.0436 mit N = 250. Als Zielfunktion wurde z(z) = z3

verwendet.

auf R[0, p! ] beschriinkt. Das Maximum von — f; wird am rechten Interval-
lendpunkt p? bzw. pl angenommen, also:

mer —  Fp(pd) = —8.94654 [ = Es(py,) = —8.08841
(2= o) [0 = —9.84119 (2 — o) [0 = —8.89725
EH(pgn) = (2 — ag)fir® fiir Es(pi’n) = (2 — ag)fir® fiir

p?, = 0.0367572 pd = 0.0436

Der zuléssige Bereich wird fiir (3.2) auf R[pZ,,p? ] und der von (3.3) auf
R[p3,,pL,] beschrinkt. Das Maximum von f3 wird am linken Intervallend-
punkt p2,, bzw. an p3,, angenommen, also

=, e = .

Nun werden die beiden Optimallssungen p%™ und p%* miteinander

verglichen, um zu iiberpriifen, ob bei der Optimierung mit f{(pm) = Es(pm)
tatséichlich eine qualitativ bessere Optimallosung gefunden werden konnte,
als mit f; = Ey. Es werden jeweils 20 Simulationen fiir p??"" und p2*
durchgefiihrt. Die Ergebnisse sind in Tabelle 3.8 zu sehen.

Wird p%* = 0.0436 als Mutationswahrscheinlichkeit verwendet, wird
das Optimum tatséichlich schneller gefunden und der Algorithmus benétigt
weniger Generationen bis wenigstens 70% der Individuen das Optimum re-
prisentieren. Dafiir betridgt die Wahrscheinlichkeit, dass das Optimum in
der Population bleibt bei p%*> nur 80% im Vergleich zu 90% bei der Ver-

wendung von p%™ = 0.0368. Das Problem des Verbleibs des Optimums

65



3. Computersimulationen

in der Population kann dadurch umgangen werden, dass das jeweils be-
ste Individuum in die Folgepopulation {ibernommen wird. Somit erweist
sich p%™ . welches fiir der Optimierung der Mutationswahrscheinlichkeit
mit Hilfe von Eg berechnet wurde, unter den gegebenen Bedingungen als

bessere Wahl der Mutationswahrscheinlichkeit.

66



4. Anwendungsbeispiel fiir einen
evolutionaren Algorithmus

4.1. \Vorstellung des Projektes

Unter der Leitung von Prof. Dr. Jost wird am Max-Planck-Institut fiir
Mathematik in den Naturwissenschaften ein Projekt verfolgt, in welchem
u. a. versucht wird, Kommunikation zwischen zwei oder mehreren Objek-
ten wihrend eines Computerprogrammes entstehen zu lassen.

Da Bienen die einfachste bekannte direkte Kommunikationsform ver-
wenden, soll ein Programm entwickelt werden, in welchem ein Modell
von Bienenschwirmen implementiert ist. Einige Komponenten dieses Pro-
grammes wurden wihrend des Zeitraumes September 2000 bis August 2001
von der Diplomandin erstellt. Das Programm ist in Java mit Hilfe der
Programmbibliothek SWARM [19] programmiert. Zu dem jetzigen Zeit-
punkt ist die Umgebung, in der die Bienenschwirme leben, sich erndhren
und fortpflanzen, implementiert. Die Kommunikation zwischen den Bienen
wird in dem Programm jedoch noch nicht angeboten.

4.2. Das Modell

In diesem Abschnitt soll das Modell, welches dem Programm zu Grunde
liegt, soweit es implementiert ist, ndher beschrieben werden.

Die Komponenten des Modells sind die Bienenstdcke mit Bienen, die
Nahrungsquellen und die Umgebung, in der sich Stécke, Bienen und Nah-
rungsquellen befinden. Die Umgebung ist fiir die Bienen abgeschlossen
und torusformig, also kann keine Biene aus der Umgebung verschwinden,
plotzlich auftauchen oder herausfliegen.

In der Umgebung befinden sich Nahrungsquellen, die rdumlich gleich-
mafig verteilt sind. Sie besitzen unterschiedliche Mengen an Futtereinhei-
ten. Erreicht eine Biene eine Futterquelle, so nimmt sie genau eine Fut-
tereinheit auf und verringert somit die Futtermenge der Nahrungquelle.
Besitzt eine Nahrungsquelle keine Futtereinheiten mehr, so verschwindet
sie aus der Umgebung. Die Anzahl der Nahrungsquellen in der Umgebung
ist normalverteilt.

Es befindet sich eine feste Anzahl von Bienenstocken in der Umgebung.
Jeder der Stiocke hat eine feste Anzahl an Bienen und einen imaginéren
Futterhaufen, auf dem die Futtereinheiten, welche die Bienen in den Stock
tragen, gesammelt werden.
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4. Anwendungsbeispiel fiir einen evolutiondren Algorithmus

Jede Biene ist mit einer Menge von reellwertigen Koeffizienten ausge-
stattet, die derzeit 1200 betréigt. Diese Koeffizienten steuern das Verhalten
einer Biene. Sie hat die Optionen zu fliegen, im Stock zu bleiben, einer
anderen Biene zu folgen, auf einer Futterquelle zu landen und eine Futte-
reinheit zu ihrem Stock zu tragen. Die Bienen sind in Arbeitsbienen und
Koniginnen unterteilt. Eine Konigin unterscheidet sich von den Arbeits-
bienen dadurch, dass sie ihr Verhalten, also ihre Koeffizienten, vererben
kann.

In dem Programm ist ein evolutiondrer Algorithmus implementiert.
Dieser arbeitet mit einer Population, die aus den einzelnen Bienenschwir-
men mit den dazugehorigen Stécken besteht. Die Zielfunktion ist auf
der Menge der Bienenschwérme definiert und der Zielfunktionswert eines
Schwarmes ist die gesammelte, in dem Stock befindliche, Futtermenge.
Die Zielfunktion soll maximiert werden. Es wird die proportionale Fit-
nesszuweisung und die fitnessproportionale Selektion benutzt. Je hoéher
also die Futtermenge eines Schwarmes, desto héher sein Fitnesswert und
somit die Wahrscheinlichkeit, dass er zur Rekombination ausgewahlt wird.
Bei der Rekombination erhalten alle durch die Selektion ausgewéhlten
Schwirme einen Klon und anschliefend werden die Klone und die aus-
gewidhlten Schwirme zuféllig zu Paaren geordnet. Jedes Paar erzeugt einen
neuen Schwarm, indem fiir jede Biene jeder Koeffizient mit einer Wahr-
scheinlichkeit von 50% von der Konigin des einen und zu 50% von der
Konigin des anderen Elternschwarmes stammt. Diese Rekombinationart
wird ,,gleichméiBiges Kreuzen“! genannt.

Bei der Mutation wird jeder Koeffizient einer Biene mit der Mutations-
wahrscheinlichkeit p,, mutiert. Findet eine Mutation an dem Koeffizienten
ko statt, so wird der mutierte Koeffizient kg in folgender Weise ermittelt:

EJU = k‘g * 2ig,

wobei das Vorzeichen von o mit einer Wahrscheinlichkeit von 50% positiv
oder negativ ist. Die Parameter p,, und o werden zu Beginn des Program-
mes festgelegt.

Die entstandenen Bienenschwirme ersetzen die bisherigen Schwirme
der Population. Innerhalb der néchsten festgelegten Anzahl an Zeitschrit-
ten konnen die Bienen dieser Schwéirme herumfliegen und Futter sam-
meln. Nach dem Ablauf dieser Zeitschritte, findet wieder die Selektion,
die Rekombination und die Mutation statt. Das Abbruchskriterium des
Programms ist eine maximale Generationenanzahl.

Die Menge an Futtereinheiten, die ein Schwarm sammeln kann, ist
nicht nur von dem Verhalten seiner Bienen, sondern auch von der Lage
des Stockes in der Umgebung abhéngig. So kann ein Schwarm, dessen Bie-
nen ein sehr gutes Verhalten besitzen, nur wenig Futtereinheiten sammeln,
wenn er direkt neben einen anderen Schwarm gelegen ist. Ebenso kann
ein Schwarm mit schlechten Bienen iiberdurchschnittlich viele Futterein-
heiten sammeln, wenn sich sein Stock genau neben einer Nahrungsquelle

'aus dem Englischen: ,,uniform crossover
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4.3. Bisherige Ergebnisse

befindet. Solche zufélligen Einfliisse, wie eine begiinstigte Lage oder eine
erhohte Konkurrenz, sollen moglichst ausgeschlossen werden. Daher wird
in den Simulationen ein ausgewogener Gitterblockplan, hier speziell ein
2-(49,7,1)-Design, angewendet.

Es befinden sich 49 Schwirme in der Population, die in 56 Blécken mit
jeweils sieben Schwirmen angeordnet werden. Dabei tritt jeder Schwarm
genau acht Mal in den Blécken auf. Jeder Block von Schwéirmen hat ei-
ne gewisse Anzahl an Zeitschritten zur Verfiigung, in denen die sieben
Schwirme des Blockes um die Futtereinheiten in der Umgebung konkur-
rieren konnen. Die Bienen konnen also fiir ihren Schwarm Futter sammeln.
Die Schwérme sind derart in die Blécke eingeteilt, dass jeder Schwarm ge-
nau acht Mal mit sechs jeweils anderen Schwéirmen um die Futtereinheiten
konkurriert. Es tritt also jeder Schwarm mit jedem anderen Schwarm ge-
nau einmal in Konkurrenz. Nachdem alle 56 Blocke abgearbeitet wurden,
werden Selektions-, Rekombinations- und Mutationsoperator auf die 49
Schwirme angewendet.

4.3. Bisherige Ergebnisse

Durch die Verwendung eines Designs wird zwar der Einfluss der Zufalls-
komponenten in den Simulationen verringert, jedoch verlingert sich auch
die Laufzeit des evolutiondren Algorithmus. So dauert eine Simulation mit
sechs Generationen zwischen zwei und drei Tagen. Allerdings hat sich in
den meisten Fillen nach sechs Generationen schon ein auflerordentlich gu-
tes Sammel- und Flugverhalten der Bienen entwickelt. Zu Beginn werden
die Koeffizienten zufiillig gesetzt. In Anbetracht der Masse an Koeffizi-
enten, welche aufeinander abgestimmt sein miissen, um ein gutes Verhal-
ten einer Biene zu ermdglichen, ist dies ein beeindruckendes FErgebnis.
Abbildung 4.1 zeigt den typischen Verlauf einer Simulation. Der Graph
beschreibt die von allen Bienenschwirmen gesammelte Futtermenge pro
Generation.

——average
best

9
g
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T T T T
50000 100000 150000 200000
time

Abbildung 4.1.: Simulationsergebnis nach acht Generationen.
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5. Zusammenfassung

Diese Arbeit beschiiftigte sich mit der Schematheorie fiir genetische Al-
gorithmen. Ein Schwerpunkt war die mathematische Formulierung des
Ablaufes von genetischen Algorithmen und die Beschreibung der Wir-
kungsweise genetischer Operatoren. Fiir die Zwecke dieser Arbeit war eine
zufrieden stellende mathematische Formulierung nicht gegeben.

Mit diesem eingefiihrten Formalismus wurde Hollands Schemensatz
2.3 modifiziert. Mit dem modifizierten Schemensatz 2.7, dessen Herlei-
tung einen weiteren Schwerpunkt darstellt, sind nun genauere Aussagen
iber die Entwicklung der Population in genetischen Algorithmen moglich.
Der modifizierte Schemensatz bietet eine Formel, mit der die erwartete
Anzahl von Vertretern eines Schemas in der Folgepopulation exakt ange-
geben werden kann. Bisher war es nur moglich eine untere Schranke fiir
den Erwartungswert der zukiinftigen Vertreteranzahl eines Schemas zu
bestimmen.

Mit der exakten Formel kénnen nun zum Beispiel die Kontrollpara-
meter eines einfachen genetischen Algorithmus (Kreuztausch- und Muta-
tionswahrscheinlichkeit) optimiert werden. Die optimale Wahl der Kon-
trollparameter ist fiir praktische Zwecke von enormer Bedeutung. In die-
ser Arbeit wurde eine Optimierung der Mutationswahrscheinlichkeit mit
der Hilfe des Schemensatzes und des modifizierten Schemensatzes durch-
gefiihrt. Dabei hat sich gezeigt, dass eine qualitativ bessere Losung des
Optimierungsproblems erreicht wurde.

Weiterhin wurden mehrere numerische Untersuchungen an einem einfa-
chen genetischen Algorithmus durchgefiihrt und interpretiert. Dabei stell-
te sich heraus, dass die durchschnittliche Approximationsgiite mit der der
modifizierte Schemensatz die tatséchlich eingetretene Vertreteranzahl ei-
nes Schemas annihert mehr als 2% iiber der Approximationsgiite des Sche-
mensatzes von Holland liegt.

Abschlieflend wurde ein evolutionérer Algorithmus, der zu Forschungs-
zwecken implementiert wurde, vorgestellt. Damit wurde die breite Ein-
setzbarkeit und die Leistungsfihigkeit von evolutionidren Algorithmen de-
monstriert.
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A. Ubersicht iiber die Klassen und die

Die Klassen

Methoden des Programms

Das Programm wurde in der Programmiersprache Java verfasst und mit
der Version 1.3 getestet.

Hauptprogramm: StartGA
Oberklassen Unterklassen
1 | Coding BinaryCoding
BinaryCodingOfFloatingPointNumbers
2 | ControlInstances-— ControlBinarySchemata
0fSchemata
3 | Crossover OnePointCrossover
4 | Element BinaryElement
o | Evolutionary- SimpleGeneticAlgorithm
Algorithm
6 | FitnessAssignment ProportionalFitnesAssignment
7 | FitnessAssignment- | NumberOfInstancesFitnessForSchemata
ForSchemata
ProportionalFitnessForSchemata
RoyalRoadForSchemata
8 | Mutation BitwiseMutation
9 | MyMath
10 | Scaling LinearScaling
11 | Schema BinarySchema
12 | Selection PropotionalSelection
13 | ValueAssignment ObjectiveScore
RandomGoalFunction
RoyalRoad

Auflistung der Methoden der einzelnen Klassen

1 Coding

- code(LinkedList population)

- decode(LinkedList population)
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BinaryCoding
- code(LinkedList population)
- code(int dim, double[] point, int strglL, boolean flag)
- code(int point, int strgL)
- decode(LinkedList population)
- decode(int dim, String coding, boolean flag)
- decode(String coding)

- getSign (double x)

BinaryCodingOfFloatingPointNumbers
- code(LinkedList population)

decode(LinkedList population)

getSign(double x)

getExponentN(double x)

truncate(String oldString)

2 ControllnstancesOfSchemata

- checkNumberOfInstances(LinkedList population)

- checkNumberOfInstancesWithoutBounds (LinkedList
population, BinarySchema optSchema)

- assignActualNumberOfInstances(LinkedList
population)

- outputNumbers (int popSize)
- outputNumbersByClasses(int popSize)

- getSum Fhk_times_Fhkroof (BinarySchema schema,
LinkedList population)

- getMutArray(BinarySchema schema,LinkedList
population)
ControlBinarySchemata
- checkNumberOfInstances(LinkedList population)

- checkNumberOfInstancesWithoutBounds (LinkedList
population, BinarySchema optSchema)

- assignActualNumberOfInstances (LinkedList
population)

- outputNumbers(int popSize)
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outputNumbersByClasses(int popSize)

getSum_Fhk_times_Fhkroof (BinarySchema schema,
LinkedList population)

getMutArray(BinarySchema schema,LinkedList
population)

getLowerBoundHolland (BinarySchema schema)
getLowerBoundHollandOriginal (BinarySchema schema)

getLowerBoundSchindler (BinarySchema schema, LinkedList
population)

getLowerBoundSchindlerWithSingleTerms (BinarySchema
schema, LinkedList population)

3 Crossover

crossover (LinkedList pop)

crossoverWithImplicitSelection(LinkedList pop)

OnePointCrossover

crossover (LinkedList pop)
crossoverWithImplicitSelection(LinkedList pop)
doubleElements(LinkedList population)
getMatingArray(int dim, LinkedList pop2)
sortList (LinkedList population)
crossoverWithImplicitSelection(LinkedList pop)

getMatingArrayWithImplicitSelection(int dim,
LinkedList pop2)

repairNumbers(int diff, LinkedList pop, Element[][]
array)

4 Element

clone()

BinaryElement

clone()

reset ()
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5 EvolutionaryAlgorithm

setDefaults()

setProbabilities(double mprob, double coprob)
setRandomSeeds (long rSeed, long mSeed, long cSeed)
buildObjects ()

run()

createPopulation ()

outputPopulation()

SimpleGeneticAlgorithm

buildObjects ()

run()

createPopulation ()

createStrings ()

createStrings (int noOptElements)
outputPopulation()
outputPopulation(LinkedList population)
getAllBinarySchemata()
getSpecialSchemata()

checkIfOptimaIsFound(String optSchema, LinkedList pop)

6 FitnessAssignment

assignFitness(LinkedList population)

getSumValues (LinkedList population)

getSumValues (LinkedList population, boolean flag)
min(LinkedList population)

avg(LinkedList population)

max (LinkedList population)

ProportionalFitness
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7 FitnessAssignmentForSchemata

- assignFitness(LinkedList population)

getFitness(BinarySchema schema, LinkedList population)

getProb0fSchemaWith$differentPositions (BinarySchema
schema, int i, LinkedList population)

averageValue(LinkedList schemata)

NumberOfinstancesFitnessForSchemata

- assignFitness(LinkedList population)
- getFitness(BinarySchema schema, LinkedList population)

- getProb0fSchemaWith$differentPositions(BinarySchema
schema, int i, LinkedList population)

ProportionalFitnessForSchemata
- assignFitness(LinkedList population)
- getFitness(BinarySchema schema, LinkedList population)

- getProb0fSchemaWith$differentPositions(BinarySchema
schema, int i, LinkedList population)

RoyalRoadForSchemata
- assignFitness(LinkedList population)
- getFitness(BinarySchema schema, LinkedList population)

- getProb0fSchemaWith$differentPositions(BinarySchema
schema, int i, LinkedList population)

8 Mutation
- mutate(LinkedList population)

BitwiseMutation

- mutate(LinkedList population)

9 MyMath

binomialCoeff (int n, int k)

faculty(int n)

getArrayOfPermutations(int n, int k)

permsCorrect (int dimN, int dimM, int[]J[] array,int k)
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10 Scaling

- scale(LinkedList population, double fmin, double favg,
double fmax)

- prescale(double fmin, double favg, double fmax)

LinearScaling

- scale(LinkedList population, double fmin, double favg,
double fmax)

- prescale(double fmin, double favg, double fmax)

- scale(double oldFitness)

11 Schema

- clone()

- getNumberOfInstances(LinkedList population)

- isRepresentative(Element elem)

BinarySchema
- clone()
- setDefiningLength()
- getNumberOfInstances(LinkedList population)
- getFirstDefinedPosition()
- getLastDefinedPosition()
- isRepresentative(BinaryElement elem)
- getStringForm()
- isBinarySchema(int order, int[][] array)
- toArray(String strg)
- getValue(LinkedList population)
- getFitness()
- getHk(int k)
- getHkRoof (int k)

- sortFixedPos ()
- fixedPosSorted()
- findPositiveMin()

- isSubSchemaOf (BinarySchema schema)
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12 Selection

- select(LinkedList population)

- sortList(LinkedList population)

ProportionalSelection

- select(LinkedList population)

- repairNumbersSelected(int diff, LinkedList pop)

13 ValueAssignment
- assignValues(LinkedList

- averageValue(LinkedList

ObjectiveScore

- assignValues(LinkedList

RandomGoalFunction

- assignValues(LinkedList

- createFunctioniD ()

- createFunction2D()

RoyalRoad

- assignValues(LinkedList

population)

population)

population)

population)

population)
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