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1. EinleitungIn dem folgenden Abschnitt wird eine kurze Einf�uhrung in die Grund-begri�e und das Konzept der genetischen Algorithmen gegeben. DieseEinf�uhrung ist bewusst auf das Wesentliche reduziert und erhebt nicht denAnspruch vollst�andig zu sein. Ausf�uhrlichere Einf�uhrungen in das Thema"Genetische Algorithmen\ k�onnen in [6], [14], [15], [16] oder [17] nachge-lesen werden. In Abschnitt 1.2 wird ein Ausblick auf den weiteren Inhaltund das Ziel dieser Diplomarbeit pr�asentiert.1.1. Das Grundkonzept genetischer AlgorithmenGenetische Algorithmen bilden eine Untergruppe der evolution�aren Algo-rithmen. Letztere werden seit den 60er Jahren vor allem als Alternativezu traditionellen Optimierungsverfahren diskutiert, weiterentwickelt undmathematisch modelliert.Ein Optimierungsverfahren wird zur L�osung von Optimierungsproble-men verwendet. Ein Optimierungsproblem besteht in der Minimierungoder der Maximierung einer Funktion von mehreren Variablen. Diese Funk-tion wird Zielfunktion genannt. Die Menge aller m�oglichen Variablenbe-legungen wird im Folgenden als Suchraum bezeichnet. Bei einem Op-timierungsproblem k�onnen eine oder mehrere Bedingungen an die Varia-blen oder die Zielfunktionswerte gestellt werden. Als traditionelle Optimie-rungsverfahren werden in dieser Arbeit diejenigen deterministischen Ver-fahren zusammengefasst, die zumeist stark auf einen bestimmten Fall derOptimierung spezialisiert sind. Dazu geh�oren zum Beispiel der Simplexal-gorithmus, das Newton-Verfahren, Varianten der Quasi-Newton-Verfahrenund Trust-Region-Verfahren. Bei diesen Verfahren werden Stetigkeit, Dif-ferenzierbarkeit oder Konvexit�at der Zielfunktion vorausgesetzt. Sie be-stimmen in der Regel entweder eine Folge von Variablenbelegungen, diegegen das Optimum konvergieren soll oder bestimmen durch Transfor-mation des urspr�unglichen Optimierungsproblems zu einem anderen dasOptimum des Ausgangsproblems.In der Literatur �ndet sich derzeit keine einheitliche De�nition voneinem evolution�aren Algorithmus. F�ur diese Arbeit werden sie deshalbfolgenderma�en de�niert:De�nition 1.1 Ein evolution�arer Algorithmus ist ein stochastisches Ver-fahren, welches L�osungsans�atze f�ur Optimierungsprobleme bietet und be-stimmte Elemente aus der Evolutionstheorie modelliert. 1



1. EinleitungEvolution�are Algorithmen basieren �ahnlich der darwinschen Lehre aufdem Prinzip "Der St�arkere �uberlebt\. Das Ziel ist, L�osungen in einer Pro-grammumgebung selbstst�andig entwickeln zu lassen, indem man die derEvolution zugrundeliegend geglaubten Prozesse (auch Evolutionsfakto-ren genannt) modelliert.Die zentralen Evolutionsfaktoren sind die Vererbung und Vermischungdes Erbgutes, die Selektion der am besten an die Umwelt angepasstenIndividuen und die Mutation.Evolution�are Algorithmen arbeiten mit einer Population Pt, derenElemente Individuen genannt werden (Seite 11). Diese Individuen re-pr�asentieren Elemente des Suchraumes, also konkrete Variablenbelegun-gen. Dabei k�onnen zwei oder mehr Individuen auch dieselben Belegungenrepr�asentieren. Die Individuen werden im Folgenden mit den Elementen,die sie repr�asentieren, identi�ziert.Durch Anwendung sogenannter genetischer Operatoren auf die Po-pulation Pt unterliegt diese Population generations�ahnlichen1 Ver�anderun-gen. Der Index t 2 N0 der Population Pt bezeichnet dabei die Generation,in der sich die Population be�ndet. Genetische Operatoren modellierendie oben genannten Evolutionsfaktoren. Zu den elementarsten genetischenOperatoren geh�oren die Fitnesszuweisung, die Selektion, die Rekombina-tion und die Mutation. Diese Operatoren werden zu einem sp�ateren Zeit-punkt in diesem Abschnitt n�aher beschrieben.An dieser Stelle soll zun�achst der Ablauf eines evolution�aren Algo-rithmus betrachtet werden. Dieser besteht aus dem aufeinander folgendenAnwenden der genetischen Operatoren. Es wird die Reihenfolge der gene-tischen Operatoren beschrieben, die in den evolution�aren Algorithmen, diein dieser Arbeit untersucht werden, verwendet wird. Ausgehend von einerAnfangspopulation P0 werden Folgepopulationen Pt+1 in folgender Wei-se gebildet: Nach einer Fitnesszuweisung werden einige Individuen, aus-gew�ahlt (Selektionsoperator), um Klone, d. h. exakte Kopien ihrerselbst,zu erhalten. Die Auswahl dieser Individuen kann auf Grund der Erf�ullungder an die Variablen gestellten Bedingungen erfolgen, oder durch einenbesonders kleinen oder gro�en Wert beim Einsetzen in die Zielfunktionbegr�undet sein. Anstelle von "Klonen\ spricht man h�au�ger von "Nach-kommen\. Diese Nachkommen werden durch den Rekombinationsopera-tor und den Mutationsoperator transformiert. Darau�olgend werden dieIndividuen der Folgepopulation Pt+1 aus den Individuen von Pt und dentransformierten Nachkommen bestimmt. Auf welche Art die Folgepopu-lation zusammengesetzt wird, oder auf welche Weise die Transformatio-nen des Rekombinations- und Mutationsoperators durchgef�uhrt werden,ist problemabh�angig und kann beliebig festgelegt werden. Die urspr�ungli-che Population wird dann durch Pt+1 ersetzt. Der Zyklus vom Anwendendes Selektionsoperators bis zum Ersetzen der Population wird als Gene-1Das Wort "generations�ahnlich\ wird in dem Sinn gebraucht, dass es einen Zusammenhangzwischen den Elementen von Pt und Pt+1 gibt. Die Individuen von Pt+1 gehen aus Trans-formationen der Individuen von Pt hervor.2



1.1. Das Grundkonzept genetischer Algorithmen
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Abbildung 1.1.: Beispiel f�ur den Ablauf eines evolution�aren Algorithmusration bezeichnet. Anschlie�end werden wieder der Fitnesszuweisungs-,der Selektions-, der Rekombinations- und der Mutationsoperator auf diePopulation angewendet, solange bis ein bestimmtes Abbruchskriteriumerf�ullt ist. Das kann eine maximale Generationenanzahl sein oder eineausbleibende signi�kante �Anderung des besten Zielfunktionswertes einesIndividuums in der Population �uber mehrere Generationen. In Abbildung1.1 wird der oben beschriebene Ablauf eines evolution�aren Algorithmusgraphisch dargestellt.Durch das wiederholte Anwenden der genetischen Operatoren erho�tman sich eine schrittweise Ann�aherung der Individuen an das Optimumoder die Optima des zu Grunde liegenden Optimierungsproblems.F�ur einen genetischen Algorithmus existiert ebensowenig wie f�ur einenevolution�aren Algorithmus eine einheitliche De�nition. In der Mehrzahlder Ver�o�entlichung werden genetische Algorithmen als Verfahren be-trachtet, welche mit bin�aren Zeichenketten arbeiten und jeweils eine Formder Selektion, der Rekombination und der Mutation verwenden. F�ur dieseArbeit wird der genetische Algorithmus folgenderma�en de�niert:De�nition 1.2 Ein genetischer Algorithmus ist ein evolution�arer Algo-rithmus, bei dem die Individuen der Population bin�ar kodiert sind undin dem die Fitnesszuweisung, die Selektion, die Rekombination und dieMutation implementiert sind.Handelt es sich bei dem Suchraum um den Raum der reellen Zah-3



1. Einleitunglen, so k�onnen die Individuen der Population z. B. bin�are Darstellungender reellen Zahlen sein. Die Bezeichnungen der Objekte eines genetischenAlgorithmus sind stark an die der Biologie angelehnt. So arbeitet ein ge-netischer Algorithmus mit Chromosomen, Genen und Allelen. In derBiologie ist die Erbinformation in den Chromosomen gespeichert, ein Genentspricht einem Chromosomenabschnitt und die verschiedenen m�oglichenAuspr�agungen eines Genes werden Allele genannt. Bei genetischen Algo-rithmen werden die aus der Kodierung resultierenden bin�aren Zeichenket-ten als Chromosomen bezeichnet. Die Gene kodieren einzelne Eigenschaf-ten der Elemente des Suchraumes und k�onnen mehrere Zeichenpositionenvereinigen. In dieser Arbeit werden jedoch die einzelnen Zeichenpositionenals Gene und die Bitbelegung an den einzelnen Zeichenpositionen als Allelbezeichnet.Im Folgenden werden einige genetische Operatoren wie die Fitnesszu-weisung, der Selektionsoperator, der Rekombinationsoperator und der Mu-tationsoperator detaillierter beschrieben und konkrete Beispiele dieser O-peratoren angef�uhrt. Dabei werden nur solche Beispieloperatoren vorge-stellt, die auf bin�aren Zeichenketten agieren k�onnen und somit f�ur denGebrauch in genetischen Algorithmen geeignet sind.Fitnesszuweisung Die Fitnesszuweisung erfolgt meistens vor der Selek-tion. Jedem Individuum wird in Abh�angigkeit von seinem Zielfunktions-wert und der Erf�ullung oder Nichterf�ullung der Bedingungen, die an dieVariablen gestellt werden ein Fitnesswert zugewiesen. Dieser ist ein Ma�f�ur die Anzahl an Nachkommen, die das Individuum bekommen w�urde,wenn es selektiert w�urde. In dieser Arbeit wird die proportionale Fit-nesszuweisung, welche vor der Selektion statt�ndet, genutzt (Seite 11).Hier ist die Fitness eines Individuums proportional zu seinem Zielfunkti-onswert. Im Allgemeinen kann die Fitnesszuweisung auch nach der Mu-tation erfolgen. Dann ist die Fitness eines Individuums ein Ma� daf�ur,wie wahrscheinlich es ist, dass es in der Population ersetzt oder in dieFolgepopulation eingef�ugt wird.Selektion Die Selektion kann vor oder nach der Fitnesszuweisung erfol-gen. Sie legt fest, welche Individuen nun tats�achlich Nachkommen erhal-ten. Die Selektion kann aber auch nach der Anwendung der Rekombina-tion und der Mutation statt�nden. In diesem Fall bestimmt sie, welcheIndividuen durch andere beim Bilden der Folgepopulation ersetzt odereingef�ugt werden. Im Gegensatz zu anderen genetischen Operatoren kanndie Selektion, dadurch dass sie bestimmte Individuen ausw�ahlt oder nichtausw�ahlt, eine Richtung der Entwicklung der Population bestimmen. Diein dieser Arbeit gebrauchte Selektionsform ist die �tnessproportiona-le Selektion (Seite 13). Sie bestimmt, welche Individuen zur Rekombi-nation ausgew�ahlt werden. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Individuumausgew�ahlt wird, entspricht seiner relativen Fitness, welche sich aus demVerh�altnis seines Fitnesswertes zu der Summe der Fitnesswerte aller in4



1.1. Das Grundkonzept genetischer Algorithmender Population be�ndlichen Individuen errechnet.Rekombination Die Rekombination wirkt auf den Chromosomen vonmindestens zwei Individuen und wird meist in einer Form des �Uberkreu-zungsaustausches2 (auch Crossing-over genannt) genutzt. Das Ziel der Re-kombination ist das Einbringen von neuen Individuen in die Population,sowie die Kombination zweier guter Individuen zu ho�entlich noch bes-seren Nachkommen ("Building block hypothesis\ [6]). Besonders h�au�gwird der n-Punkt Kreuztausch mit n = 1 verwendet (Seite 15). Mitder Kreuztauschwahrscheinlichkeit pc werden gem�a� einer gleichm�a�igenVerteilung n Schnittstellen zwischen zwei Genen zweier Chromosomen aus-gew�ahlt und die dazwischenliegenden Abschnitte ausgetauscht.Mutation Die Mutation operiert auf den Zeichenketten einzelner Indivi-duen meistens nach dem Rekombinationsschritt. Der Zweck der Mutationliegt in dem Erhalt der Diversit�at der Population, denn als einziger gene-tischer Operator �andert die Mutation die Allelenh�au�gkeit. Ist ein Allelan einem bestimmten Gen in allen Chromosomen verloren, also in keinemChromosom der Individuen vorhanden, so kann dieses Allel nur durch dieMutation wieder in die Population gelangen. Bei der bitweisen Mutati-on wird jedes Allel mit der Mutationswahrscheinlichkeit pm negiert, d. h.eine "0\ durch eine "1\ ersetzt und umgekehrt (Seite 17).Einige Unterschiede zwischen evolution�aren Algorithmen und traditionel-len Optimierungsverfahren, und zwar der stochastische Charakter und dieVerwendung von Populationen, wurden bereits angesprochen. Ein weite-rer wesentlicher Unterschied besteht darin, dass evolution�are Algorithmenh�au�g mit Kodierungen der Elemente aus dem Suchraum arbeiten. Dieaus der Kodierung mit kleinen Alphabeten hervorgehenden Zeichenket-ten erlauben nicht nur zahlreichere Ab�anderungen, sondern bieten einengr�o�eren Interpretationsspielraum bei der Suche nach optimalen Eigen-schaften [7]. Folgendes Beispiel ist an [7] angelehnt:Individuum Element des Suchraumes N Chromosom Fitnessx1 22 10110 7x2 3 00011 8x3 26 11010 1x4 10 01010 2Versucht man �uber den Grund der guten Fitnesswerte der ersten beidenIndividuen x1 und x2 zu spekulieren, �ndet man wenig Hinweise, wenn mannur die nat�urlichen Zahlen betrachtet, die die Individuen repr�asentieren.Schaut man jedoch auf die bin�are Darstellung, so k�onnte man vermuten,dass sich die hohe Fitness von x1 und x2 in der "0\ am zweiten Gen2Die Bezeichnung "�Uberkreuzungsaustausch\ wird im Folgenden mit "Kreuztausch\ ab-gek�urzt werden. 5



1. Einleitungin ihren Chromosomen begr�undet. Auch bei der Suche nach sinnvollenKombinationen zweier Elemente schneiden Zeichenketten bez�uglich derAnzahl verschiedener Kombinationsm�oglichkeiten besser ab, als es einzelneWerte tun.Durch das einfache und wenig spezialisierte Konzept (Abbildung 1.1),besitzen evolution�are Algorithmen breite Anwendungsm�oglichkeiten. Sie�nden aber im Vergleich mit traditionellen Optimierungsverfahren nichtimmer die Optimall�osung. Ein Vorteil evolution�arer Algorithmen liegt indem schnellen Finden einer L�osung. Besonders geeignet sind evolution�areAlgorithmen daher bei Optimierungsproblemen, bei denen m�oglichst rascheine L�osung nahe des Optimums gefunden werden soll, es jedoch nicht un-bedingt erforderlich ist, das exakte Optimum zu �nden. Sie eignen sichweniger, wenn die Auswertung der Zielfunktion besonders zeitintensiv ist,denn die Verwendung von Populationen erfordert zahlreiche Zielfunktions-wertberechnungen.Die populationsbasierte Vorgehensweise bietet jedoch den Vorteil, dassmehrere Optima bei Vektoroptimierungsproblemen oder bei multimoda-len Zielfunktionen gefunden werden k�onnen. Da keinerlei Informationen�uber die Zielfunktion, abgesehen von den Funktionswerten, ben�otigt undauch keine Bedingungen an die Zielfunktion gestellt werden, eignen sichevolution�are Algorithmen auch bei nicht linearen und unstetigen Zielfunk-tionen.Zum Abschluss dieser kurzen Einf�uhrung in genetische Algorithmen alseine Form evolution�arer Algorithmen soll Abbildung 1.2 einen �Uberblickzur Einordung und eine Zusammenfassung der gebr�auchlichsten Arten derevolution�aren Algorithmen bieten. Unabh�angig voneinander wurden dreiGruppen von Algorithmen entwickelt, welche Evolutionsprozesse simulie-ren. Alle drei Gruppen werden heute als evolution�are Algorithmen zusam-mengefasst.1.2. Inhalt und Ziel der DiplomarbeitEs gibt mehrere Versuche, das Verhalten genetischer Algorithmen mathe-matisch zu erfassen und zu begr�unden. Einen Ansatz bietet der Schemen-satz von Holland [11]. Dieser bietet eine untere Schranke f�ur die erwar-tete Anzahl von Individuen mit w�unschenswerten Eigenschaften in derFolgepopulation. Der Kernpunkt dieser Arbeit wird die Herleitung einesmodi�zierten Schemensatzes sein, welcher eine Verbesserung der erw�ahn-ten Schranke bieten soll. Bevor dies getan werden kann ist es n�otig, diegenetischen Operatoren zu konkretisieren und mathematisch zu erfassen.Die recherchierte Literatur bietet f�ur das Letztere keine oder keine zufrie-den stellende Ans�atze. Eine weitere Zielstellung dieser Arbeit ist daher diemathematische Beschreibung der Funktionsweise eines konkreten geneti-schen Algorithmus. Die Vorbereitung f�ur die Herleitung der Modi�kationdes Schemensatzes von Holland, sowie derselbige be�nden sich in Kapi-tel 2.6
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Abbildung 1.2.: �Ubersicht zu evolution�aren AlgorithmenKapitel 3 wird sich mit der numerischen Veri�kation der beiden S�atzebesch�aftigen. Verschiedene Beziehungen zwischen den beiden S�atzen undEin
ussfaktoren auf den genetischen Algorithmus werden untersucht underkl�art. Weiterhin wird die Mutationswahrscheinlichkeit f�ur einen geneti-schen Algorithmus optimiert. Ein Optimierungsproblem dieser Art kommtsehr h�au�g in der Praxis vor. Die Leistung eines genetischen Algorithmusist sehr stark von der Wahl der Mutationswahrscheinlichkeit abh�angig. Istdiese Wahrscheinlichkeit ung�unstig gew�ahlt, kann es geschehen, dass keinesinnvolle L�osung f�ur das untersuchte Problem gefunden wird.Eine der unz�ahligen Anwendungsm�oglichkeiten von evolution�aren Al-gorithmen wird in Kapitel 4 pr�asentiert. Hier wird ein Projekt vorgestellt,welches einen evolution�aren Algorithmus nutzt. Gleichzeitig demonstriertdieser Anwendungsfall die erstaunliche Leistungsf�ahigkeit dieser stocha-stischen Verfahren.
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1. Einleitung
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2. Der Schemensatz von J. HollandIm Kapitel 1 wurde ein grober �Uberblick �uber die Arbeitsweise von ge-netischen Algorithmen gegeben. Zu Beginn dieses Kapitels sollen einigeGrundbausteine eines solchen Algorithmus, also einige genetische Opera-toren, konkretisiert und mathematisch formuliert werden. Das Ziel ist dieBeschreibung der genetischen Operatoren als mathematische Operatoren.Durch die Konkretisierung der genetischen Operatoren erh�alt man einenspeziellen genetischen Algorithmus, welcher in dieser Arbeit "einfacher ge-netischer Algorithmus\ genannt und in Abschnitt 2.1 beschrieben wird.Um das Verhalten von genetischen Algorithmen besser zu verstehenund genauere Aussagen dar�uber tre�en zu k�onnen, werden verschiedeneModellierungsans�atze f�ur genetische Algorithmen verfolgt. Zum Beispielmodelliert Vose [21] die Population, auf der die genetischen Operatorenwirken, als dynamisches System. Andere Ans�atze nutzen Markov-Prozesseoder Methoden der statistischen Mechanik. Die hier vorliegende Arbeitbesch�aftigt sich jedoch mit der Schematheorie, welche Holland [11] ent-wickelt hat, um ein Verst�andnis f�ur die Wirkungsweise von genetischen Al-gorithmen zu erhalten. Mit dem sogenannten Schemensatz zeigt Holland,dass sich bestimmte Klassen von Individuen mit w�unschenswerten Eigen-schaften exponentiell schnell in der Population ausbreiten und versuchtdamit, eine Erkl�arung f�ur das in der Praxis bew�ahrte schnelle Finden ei-ner hinreichend guten L�osung zu geben. In Abschnitt 2.2 wird die Schema-theorie vorgestellt, mit der die Demonstration des besagten Schemensatzeserleichtert wird. Die Herleitung des Schemensatzes von Holland be�ndetsich in Abschnitt 2.3. In Abschnitt 2.4 wird anschlie�end der Schemensatzmodi�ziert, um genauere Aussagen �uber die Entwicklung der erw�ahntenKlassen von Individuen zu erhalten.2.1. Der einfache genetische AlgorithmusGenetische Operatoren wurden bereits in Abschnitt 1.1 vorgestellt. Siemodellieren die der Evolutionstheorie entnommenen Evolutionsfaktoren.Genetische Operatoren k�onnen beliebig variiert und an das zu unter-suchende Problem angepasst werden. Daher ist es notwendig, sich vorBeginn der Untersuchungen auf ein konkretes Modell eines genetischenAlgorithmus zu einigen, welches auf das Wesentliche reduziert ist. DieSchwerpunkte werden in dieser Arbeit auf die proportionale Fitnesszuwei-sung, die Selektion der am besten an die Umwelt angepassten Individu-en (=̂�tnessproportionale Selektion), die einfachste Form des Kreuztau-9



2. Der Schemensatz von J. Hollandsches (=̂1-Punkt Kreuztausch) und die Mutation auf bin�aren Zeichenket-ten (=̂bitweise Mutation) gesetzt.De�nition 2.1 Ein einfacher genetischer Algorithmus ist ein genetischerAlgorithmus, bei dem die genetischen Operatoren proportionale Fitnesszu-weisung, �tnessproportionale Selektion, 1-Punkt Kreuztausch und bitwei-se Mutation implementiert sind und diese in der genannten Reihenfolgeauf die Population angewendet werden. Die Folgepopulation besteht aus-schlie�lich aus den transformierten oder nicht transformierten Nachkom-men.In dieser Arbeit wird der einfache genetische Algorithmus nur f�ur Op-timierungsprobleme genutzt, welchen eine Maximierungsaufgabe einer re-ellwertigen nichtnegativen Zielfunktion z zu Grunde liegt. Liegt eine Mini-mierungsaufgabe vor, so transformiert man diese durch Negierung der Ziel-funktion in eine Maximierungsaufgabe. Besitzt eine Zielfunktion ~z auchnegative Werte, so betrachtet manz(x) = � ~z(x) +K : f�ur x mit ~z(x) > �K0 : sonst K 2 R+als neue Zielfunktion, wobei K so gro� sein sollte, dass mindestens ein Ziel-funktionswert von z positiv ist. Ist die Zielfunktion ~z nicht reellwertig, somuss auch hier eine Ersatzzielfunktion betrachtet werden, die reellwertigist und deren Maxima mit denen von ~z �ubereinstimmen.Die L�ange der Chromosomen wird mit l bezeichnet. Die Populations-gr�o�e soll gerade sein, um die Durchf�uhrbarkeit des 1-Punkt Kreuztauscheszwischen jeweils zwei Individuen zu gew�ahrleisten. Die Populationsgr�o�ewird mit 2n (n 2 N) bezeichnet. Weiterhin werden die Individuen nichtnur mit den Elementen des Suchraumes, welche sie repr�asentieren, sondernauch mit ihren Chromosomen identi�ziert. Die Chromosomenschreibweisef�ur ein Individuum x ist x = (x1; x2; : : : ; xl).2.1.1. Das mathematische ModellUm den einfachen genetischen Algorithmus von dem mathematischen Ver-fahren, welches dem Algorithmus zu Grunde liegt und hier formuliert wer-den soll, zu unterscheiden, wird dem Verfahren der Name "genetischesVerfahren\ gegeben. Ein einfacher genetischer Algorithmus soll also eineImplementierung des genetischen Verfahrens sein. An dieser Stelle wirdnoch einmal daran erinnert, dass es sich um ein stochastisches Verfahrenhandelt. In der recherchierten Literatur be�nden sich keine oder keine, f�urdie Zwecke dieser Arbeit, brauchbaren mathematischen Beschreibungen ei-nes genetischen Algorithmus. Daher werden im Folgenden mathematischeOperatoren eingef�uhrt, welche als Grundlage f�ur die genetischen Operato-ren des einfachen genetischen Algorithmus dienen k�onnen.Das genetische Verfahren konstruiert, ausgehend von einer PopulationP0 eine Folge von Populationen fPtgt�1, also Mengen von Elementen aus A,10



2.1. Der einfache genetische Algorithmusin denen ein Element mehrfach auftreten kann. Die Folgepopulation wirderzeugt, indem die einzelnen mathematischen Operatoren nacheinanderauf die Population Pt angewendet werden.Eine Population ist, wie bereits erw�ahnt wurde, eine ungeordnete 2n-elementige Menge mit Elementen aus dem Suchraum A. Um die Populationzur Generation t mathematisch zu formulieren, wird zun�achst P als dieMenge aller m�oglichen Populationen der Gr�o�e 2n de�niert:P = Â2n:Dabei ist Â2n die Faktorgruppe oder die Menge der �Aquivalenzklassen zuder �Aquivalenzrelation �:Â2n = A2n. � :F�ur die �Aquivalenzrelation gilt:(a1; : : : ; a2n) � (a01; : : : ; a02n) , 9� 2 S2n : a0k = a�(k)8k 2 f1; : : : ; 2ng;wobei S2n die symmetrische Gruppe der Ordnung 2n ist. Nun kann ei-ne Funktion P : N0 �! P de�niert werden, die jedem Zeitschritt t einePopulation aus P zuordnet:P (t) =: Pt:Nun sind P und Pt genau de�niert und k�onnen zur Beschreibung der ge-netischen Operatoren genutzt werden.Der Operator der proportionalen Fitnesszuweisung wird folgenderma-�en de�niert:De�nition 2.2 Die proportionale Fitnesszuweisung ist eine Abbildung Fvon dem Suchraum A in die Menge der positiven reellen Zahlen, die fol-genderma�en beschrieben ist:F : A �! R+0F (x) = � a z(x) : x 2 D(z)0 : sonst. a > 0Der Wert F (x) hei�t Fitnesswert des Elementes x 2 A. Die propor-tionale Fitnesszuweisung ordnet jedem Element aus A einen Fitnesswertzu, welcher gleich dem Zielfunktionswert von x multipliziert mit einemProportionalit�atsfaktor a ist. Der Fitnesswert eines Elementes ist also pro-portional zu seinem Zielfunktionswert. Durch die Beschr�ankung des Op-timierungsproblems auf Maximierungsprobleme und die De�nition von Fist gesichert, dass jedes Element einen nichtnegativen Fitnesswert besitzt.Es ist zu beachten, dass der Fitnesswert unabh�angig von der Generationt ist. 11



2. Der Schemensatz von J. HollandBezeichnung 2.3 Der durchschnittliche Fitnesswert der Population Ptwird mit �Ft bezeichnet:�Ft = 12n Xx2Pt F (x):De�nition 2.4 Eine Funktionft : P(Pt) �! R[0; 1]hei�t Fitnessfunktion zu einer Abbildung F : A �! R+0 , wenn gilt:(a) ft(fxg) := ft(x) = 8><>: 12n : wenn F (y) = 0 8y 2 PtF (x)Py2Pt F (y) : wenn 9y 2 Pt : F (y) > 0(b) ft 22n[i=1Ai! = 22nXi=1 ft(Ai) f�ur paarweise disjunkte Ai 2 P(Pt).DerWert ft(x) wird relative Fitness oder auch relativer Fitnesswertvon x genannt und ist von Pt abh�angig.F�ur die mathematische Beschreibung der �tnessproportionalen Selek-tion sind mehrere Schritte notwendig. Zum einen wird eine Bijektion n1t :Pt �! f1; 2; : : : ; 2ng =: 
 de�niert, die dazu dient, die Individuen von Ptdurchzunummerieren, und zum anderen wird ein Wahrscheinlichkeitsraumkonstruiert.Hilfssatz 2.1 Das Tupel (
;P(
); ft) beschreibt einen Wahrscheinlich-keitsraum.Beweis: Damit (
;P(
); ft) einen Wahrscheinlichkeitsraum beschreibt,muss Folgendes gezeigt werden:a) 
 ist eine nicht leere Menge.b) P(
) ist eine �-Algebra �uber 
.c) ft ist ein Wahrscheinlichkeitsma�.zu a) 
 = f1; 2; : : : ; 2ng ist eine nicht leere Menge.zu b) P(
) erf�ullt die Bedingungen f�ur eine �-Algebra �uber 
 nach [22].Der Beweis hierf�ur wird an dieser Stelle nicht durchgef�uhrt.zu c) aus [22]:"Ist 
 eine Ergebnismenge und ist A eine �-Algebra von Ereignissen �uber
, so hei�t eine Abbildung P : A �! R ein Wahrscheinlichkeitsma�, wenngilt: (i) P (A) � 0 f�ur alle A 2 A, (ii) P (
) = 1, (iii) P � 1Si=1Ai� = 1Pi=1P (Ai)f�ur paarweise unvereinbare Ereignisse Ai 2 A.\Es muss gezeigt werden, dass ft die Bedingungen (i) bis (iii) erf�ullt.12



2.1. Der einfache genetische Algorithmuszu (i) Nach De�nition von ft : P(Pt) �! R[0; 1] ist (i) erf�ullt.zu (iii) Die Bedingung (iii) ist ebenfalls durch die De�nition erf�ullt.zu (ii) Die Abbildung n1t ist eine Bijektion n1t : Pt �! 
. Somit kanngeschrieben werden:ft(
) = ft(Pt) = ft [x2Pt x! (iii)= Xx2Pt ft(x):Nun sind zwei F�alle auf Grund der De�nition von ft zu unterscheiden:1. Fall: F (x) = 0 8x 2 Pt, dann istXx2Pt ft(x) = Xx2Pt 12n = 2n 12n = 1; da jPtj = 2n:2. Fall: 9x 2 Pt : F (x) > 0, dann istXx2Pt ft(x) = Xx2Pt F (x)Py2Pt F (y) = Px2Pt F (x)Py2Pt F (y) = 1:Somit ist (ii) erf�ullt und der Hilfssatz bewiesen. 2Mit Hilfe der Bijektion n1t kann eine Zufallsgr�o�e Xt : 
 �! 
 �uberdem Wahrscheinlichkeitsraum (
;P(
); ft) de�niert werden:Xt(!) = n1t (x), wenn das Individuum x ausgew�ahlt wurde= n1t (x) mit der Wahrscheinlichkeit ft(x); x 2 Pt; ! 2 
:Das Ergebnis eines zuf�alligen Experimentes ist !. Wird das Zufallsexpe-riment f�ur Xt genau 2n-mal wiederholt, so bezeichnet Xt(!i); !i 2 
; dasEreignis, welches im i-ten Versuch eingetreten ist. Die Menge der Versuch-sergebnisse wird mit St bezeichnet:St = fXt(!1);Xt(!2); : : : ;Xt(!2n)g:Da n1t eine Bijektion zwischen Pt und 
 de�niert, beschreibt St eine 2n-elementige Menge von Individuen aus Pt, in der ein Individuum auchmehrfach auftreten kann. Nun ist es m�oglich den Selektionsoperator zude�nieren:De�nition 2.5 Die �tnessproportionale Selektion OS mit der Fitnessfunk-tion ft ist eine AbbildungOS : P �! P mitOS(Pt) = St:Die Elemente von OS(Pt) werden ebenfalls als Individuen bezeichnet.In Worten ausgedr�uckt ist OS(Pt) eine Menge von Individuen aus Pt, wobei13



2. Der Schemensatz von J. Holland
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schnitteAbbildung 2.1.: Beispiel f�ur einen Kreuztausch zwischen x1 und x2 mit derKreuzungsstelle k = 2.die Wahrscheinlichkeit, dass sich ein Individuum x 2 Pt auch in der MengeOS(Pt) be�ndet, ft(x) ist.Ein Kreuztausch zwischen zwei Individuen aus OS(Pt) �ndet mit einerWahrscheinlichkeit von pc statt. Zwei Individuen x1; x2 werden gekreuzt,wenn ein Kreuztausch zwischen ihnen statt�ndet. Dieser erfolgt, indemeine Kreuzungsstelle k in den Chromosomen der beiden Individuen aus-gew�ahlt wird und zwei neue Elemente gebildet werden, von denen einesaus den ersten k Allelen von x1 und den letzten (l � k) Allelen von x2 be-steht. Das andere Element besteht aus den ersten k Allelen von x2 und denletzten (l�k) Allelen von x1. Abbildung 2.1 veranschaulicht den Vorgang.Nun folgt die mathematische Beschreibung des Kreuztausches. Die De-�nition des Kreuztauschoperators wird nicht speziell f�ur OS(Pt) hergelei-tet, sondern f�ur eine beliebige 2n-elementige Menge M 2 P, deren Elemen-te in A liegen, also mit der Chromosomenschreibweise dargestellt werdenk�onnen.F�ur die Anordnung der Elemente vonM zu n Paaren wird die Bijektionn2 : M �! 
 de�niert. Dann beschreibt die MengeC = �fx1; x2g; fx3; x4g; : : : ; fx2n�1; x2ng	 mit x = xn2(x) 8x 2Meine Menge von n Paaren der Elemente von M . Dabei tritt jedes Elementvon M nur einmal auf.Sei 
1 eine Ergebnismenge und fc : P(
1) �! R ein Wahrscheinlich-keitsma�, welches die Kolmogoro�schen Axiome erf�ullt und f�ur welchesgilt: fc(k) = � 1� pc : k = 0pc 1l�1 : k 6= 0 k 2 
1:Das Tupel (
1;P(
1); fc) bildet ebenfalls einen Wahrscheinlichkeits-raum. Eine Zufallsgr�o�e Y : 
1 �! f0; 1; : : : ; l�1g wird �uber diesen Wahr-scheinlichkeitsraum de�niert mit:Y (!) = 8<: 0 : es �ndet kein Kreuztausch stattk : es �ndet ein Kreuztausch statt und die Kreu-zungsstelle ist k 2 f1; : : : ; l � 1g= k mit Wahrscheinlichkeit fc(k); ! 2 
1; k 2 f0; 1; : : : ; l � 1g:14



2.1. Der einfache genetische AlgorithmusDas Wahrscheinlichkeitsma� fc wurde eingef�uhrt, um die Wahrschein-lichkeit, dass zwei Elemente an der Kreuzungsstelle k gekreuzt werden,beschreiben zu k�onnen. Die Kreuzungsstelle kann zwischen 1 und (l � 1)variieren. Es wurde ein zus�atzliches Ereignis k = 0 eingef�uhrt, welchesdasjenige Ereignis symbolisiert, bei dem kein Kreuztausch zwischen zweiElementen statt�ndet. Da die Kreuztauschwahrscheinlichkeit pc betr�agt,ist fc(0) = 1�pc die Wahrscheinlichkeit, dass zwei Elemente nicht gekreuztwerden. Findet ein Kreuztausch statt, so ist fc(k) = pc 1l�1 die Wahrschein-lichkeit, dass die Kreuzungsstelle an der Stelle k gew�ahlt wurde. Damitist gesichert, dass die Kreuzungsstelle gleichm�a�ig zwischen 1 und (l � 1)verteilt ist.Ein Zufallsexperiment f�ur Y wird n-mal (f�ur alle n Paare) wiederholt.Das Ereignis im i-ten Versuch ist Y (!i).Nun wird eine Abbildung � de�niert:� : C � f0; 1; : : : ; l � 1g �! A� A�(fx2i�1; x2ig; k) = � fx2i�1; x2ig : k = 0f~x2i�1; ~x2ig : k 6= 0 i = 1; : : : ; n:Seien x2i�1 und x2i in Chromosomenschreibweisex2i�1 = (x12i�1; : : : ; xl2i�1)x2i = (x12i; : : : ; xl2i);dann ist~x2i�1 = (x12i�1; : : : ; xk2i�1; xk+12i ; : : : ; xl2i)~x2i = (x12i; : : : ; xk2i; xk+12i�1; : : : ; xl2i�1):Die MengeK 0 = ��(fx1; x2g; Y (!1)); : : : ; �(fx2n�1; x2ng; Y (!n))	ist eine Menge von Paaren aus Elementen von A. Ein Paar kann aus zweiElementen von M bestehen (wenn kein Kreuztausch zwischen ihnen statt-fand) oder aus zwei Elementen von A, die beim Kreuztausch zwischen zweiElementen ausM entstanden sind. Nun werden die Paare von K 0 vereinigt,damit man mit einer Menge von Elementen aus A arbeiten kann:K = ��(fx1; x2g; Y (!1)) [ : : : [ �(fx2n�1; x2ng; Y (!n))	= n[i=1�(fx2i�1; x2ig; Y (!i)):Mit der Hilfe von K kann der Kreuztauschoperator de�niert werden:De�nition 2.6 Der 1-Punkt Kreuztauschoperator ~OK ist eine Abbildung~OK : P �! P mit~OK(M) = K: 15



2. Der Schemensatz von J. HollandWird ~OK auf eine Menge M angewendet, so werden je zwei Elementevon M mit der Wahrscheinlichkeit pc gekreuzt. Findet ein Kreuztauschzwischen zwei Elementen statt, so werden sie an einer gleichm�a�ig imChromosom verteilten Stelle gekreuzt. Das Resultat des 1-Punkt Kreuz-tauschoperator ist eine Menge, die aus gekreuzten oder ungekreuzten Ele-menten von M besteht.Nun soll der Mutationsoperator formuliert werden. Dieser wird eben-falls allgemein f�ur eine 2n-elementige Menge M 2 P mit Elementen ausA de�niert. Die Elemente von M m�ussen in Chromosomenschreibweisedarstellbar sein. Jedes Allel eines Chromosoms wird mit der Mutations-wahrscheinlichkeit pm mutiert. Findet eine Mutation statt, so wird eine"1\ durch eine "0\ ersetzt und umgekehrt.Zu Beginn werden die Elemente von M mit Hilfe der Bijektion n3 :M �! 
 nummeriert. Es wird der Ergebnisraum 
2 und das Wahrschein-lichkeitsma� fm : P(
2) �! R eingef�uhrt. F�ur fm soll gelten:fm(q) = � pm : q = 11� pm : q = 0:Damit ist das Tupel (
2;P(
2); fm) ein Wahrscheinlichkeitsraum �uber demdie Zufallsgr�o�e Z : 
2 �! f0; 1g de�niert wird:Z(!) = � 0 : es �ndet keine Mutation statt1 : es �ndet eine Mutation statt= � 0 : mit der Wahrscheinlicheit fm(0)1 : mit der Wahrscheinlicheit fm(1) ! 2 
2:Die Zufallsgr�o�e Z beschreibt das Ereignis, ob eine Mutation an einemAllel statt�ndet oder nicht. Das Zufallsexperiment f�ur Z wird f�ur jedesElement von 
 genau l-mal durchgef�uhrt. Das Ereignis des j-ten Versuchesf�ur das i-te Element ist Zi(!j):Es wird eine Abbildungmj de�niert, die einem Element dasjenige Chro-mosom zuordnet, welches bei Statt�nden der Mutation dieses Elementesam j-ten Allel entsteht:mj : A� f0; 1g �! Amj(x; q) = � (x1; : : : ; xj ; : : : ; xl) : q = 0(x1; : : : ; xj�1; 1� xj ; xj+1; : : : ; xl) : q = 1Nun wird die Abbildung m eingef�uhrt, welche einem Element dasjenigeElement zuordnet, welches nach l Zufallsexperimenten f�ur Z entsteht:m : A �! Am(xi) = ml� � � �m2�m1(xi; Zi(!1)); Zi(!2)� � � � ; Zi(!l)�Damit kann nun die Menge M 0 als Menge der Elemente aus A, die nachdem Statt�nden oder Nicht-Statt�nden von Mutationen an den Allelen derChromosomen von M entstanden ist beschrieben werden:M 0 = fm(x1);m(x2); : : : ;m(x2n)gMit der Hilfe vonM 0 kann nun der Mutationsoperator de�niert werden:16



2.1. Der einfache genetische AlgorithmusDe�nition 2.7 Der bitweise Mutationsoperator OM ist eine AbbildungOM : P �! POM(M) = M 0:Nach der De�nition der Operatoren F; OS ; ~OK und OM kann nun dasgenetische Verfahren beschrieben werden: Ist eine Anfangspopulation P0gegeben so erzeugt es eine Folge von Populationen fPtgt�1 mit folgenderIterationsvorschrift:Pt+1 = OM ( ~OK(OS(Pt))) t 2 N0 :Zu Beginn einer Iteration werden also die Individuen von Pt selektiertund auf diese der Kreuztauschoperator angewendet. Auf die resultierendenElemente wird der Mutationsoperator angewendet.Mit den in diesem Abschnitt eingef�uhrten Bezeichnungen und Opera-toren ist es in sp�ateren Abschnitten dieses Kapitels m�oglich, den Sche-mensatz von Holland herzuleiten und zu modi�zieren.2.1.2. Anmerkungen zum einfachen genetischen AlgorihmusDie Werte f�ur die Wahrscheinlichkeiten pm und pc werden bei dem ein-fachen genetischen Algorithmus konstant gesetzt, sind also nicht von derGeneration t abh�angig. In der Praxis werden h�au�g pc nahe 1 und pm nahe0 gew�ahlt, da f�ur diese Belegung gute Ergebnisse erzielt wurden.Beim einfachen genetischen Algorithmus werden die genetischen Ope-ratoren proportionale Fitnesszuweisung, �tnessproportionale Selektion, 1-Punkt Kreuztausch und bitweise Mutation auf die Population Pt solangeangewendet, bis ein bestimmtes Abbruchkriterium erf�ullt ist.M�ochte man die Wahrscheinlichkeit untersuchen, dass zwei Individuenaus Pt miteinander gekreuzt werden, so ben�otigt man die Wahrscheinlich-keit, mit der diese zwei Individuen durch die Selektion ausgew�ahlt undzusammen als Paar angeordnet werden. Hierf�ur wird folgender Satz her-geleitet:Hilfssatz 2.2 Bildet man n Paare aus 2n Elementen, so hat man hierf�urT (2n) = (2n� 1)T (2n� 2)T (0) = 1verschiedene M�oglichkeiten.Ist n = 2, so gibt es drei verschiedene M�oglichkeiten, vier Elemente a; b; cund d zu zwei Paaren zu ordnen:1.M�oglichkeit : (a,b) und (c,d)2.M�oglichkeit : (a,c) und (b,d)3.M�oglichkeit : (a,d) und (b,c)Beweis zu 2.2 Der Beweis erfolgt durch Induktion.Induktionsanfang: n=1 17



2. Der Schemensatz von J. HollandT (2) = 1 ist korrekt, da zwei Elemente nur auf eine Art ein Paar bildenk�onnen.Induktionsannahme: T (2n) = (2n� 1)T (2n� 2) sei richtig f�ur n = k.Induktionsbeweis f�ur k + 1:Betrachtet wird ein beliebiges Element x0 aus den 2(k + 1) Elementen.So gibt es f�ur x0 insgesamt 2(k + 1) � 1 m�ogliche Partner, mit denenes als Paar angeordnet werden kann. Es wird ein Paar mit x0 gebil-det. So bleiben 2(k + 1) � 2 = 2k Elemente, die zu k Paaren angeord-net werden sollen. F�ur sie gibt es T (2k) m�ogliche Paarbildungen. Also istT �2(k + 1)� = (2(k + 1)� 1)T (2k): 2Es interessierte die Wahrscheinlichkeit, mit der zwei Individuen x1, x2aus Pt als Paar bei der Anwendung des 1-Punkt Kreuztausches angeord-net werden. Der Kreuztauschoperator wird auf die Individuen von OS(Pt)angewendet, also m�ussen x1 und x2 in OS(Pt) sein. Ein Element x 2 Ptbe�ndet sich mit einer Wahrscheinlichkeit von ft(x) in OS(Pt). Daher istf�ur x1; x2 2 Pt die WahrscheinlichkeitP �(x1 und x2 bilden ein Paar) = T (2n� 2)T (2n) ft(x1)ft(x2)= T (2n� 2)(2n� 1)T (2n � 2)ft(x1)ft(x2)= 12n� 1ft(x1)ft(x2): (2.1)Die Wahrscheinlichkeit P � ist das Produkt der Wahrscheinlichkeiten,dass x1 und x2 selektiert und als Paar angeordnet werden. Die Anzahl anM�oglichkeiten, bei denen x1 und x2 ein Paar sind ist T (2n� 2) und T (2n)ist die Gesamtanzahl an m�oglichen Paarbildungen mit 2n Individuen.Um die Untersuchungen zu vereinfachen, wird statt (2.1) die Wahr-scheinlichkeitP (x1 und x2 bilden ein Paar) := ft(x1)ft(x2) (2.2)betrachtet. Dies w�urde bedeuten, dass die Selektion implizit in der Paar-bildung beim Kreuztausch enthalten ist. Mit anderen Worten werden dieIndividuen der Population in Paare angeordnet, wobei die Wahrscheinlich-keit eines Individuums x als Teil eines Paares ausgew�ahlt zu werden, ft(x)betr�agt. Der Vorgang des Ausw�ahlens und anschlie�enden Paarbilden wirdalso abgek�urzt.F�ur den Kreuztausch wird mit (2.2) ~OK�OS(Pt)� ersetzt durch OK(Pt).Der Operator OK ist dabei ein Kreuztauschoperator mit impliziter Selek-tion. Er unterscheidet sich von ~OK in der Bildung der Menge C, die ausPaaren von Elementen der Menge, auf die der Operator angewendet wird,besteht. Die Menge C hatte die FormC = �fx1; x2g; fx3; x4g; : : : ; fx2n�1; x2ng	 mit x = xn2(x) 8x 2M:18



2.2. Einf�uhrung in die SchematheorieBei der Anwendung von ~OK auf M wird C derart gebildet, dass jedesElement von M in C vertreten ist. Bei dem Operator OK soll die Bildungvon C durch die Zufallsgr�o�e Xt erfolgen. Diese Zufallsgr�o�e wurde f�ur dieSelektion �uber dem Wahrscheinlichkeitsraum (
;P(
); ft) de�niert:Xt(!) = n1t (x), wenn das Individuum x ausgew�ahlt wurde= n1t (x) mit der Wahrscheinlichkeit ft(x); x 2 Pt; ! 2 
:Damit kann C folgenderma�en gebildet werden:C = �fXt(!1);Xt(!2)g; fXt(!3);Xt(!4)g; : : : ; fXt(!2n�1);Xt(!2n)g	:Der Kreuztauschoperator OK bildet somit die Grundlage f�ur den Kreuz-tausch mit impliziter Selektion. Wird im Folgenden von "Selektion\ ge-sprochen, so handelt es sich dabei um ein Konstrukt, das die Menge derIndividuen, die zum Kreuztausch ausgew�ahlt werden beschreibt.2.2. Einf�uhrung in die SchematheorieIn diesem Abschnitt wird eine kurze Einf�uhrung in die Schematheoriegegeben. Die Bezeichnungen sind an [11] angelehnt. Die Schematheoriebeschreibt die Konstruktion von Schemen. Diese sind von der verwen-deten Kodierung abh�angig. Zun�achst wird die allgemeine Konstruktionvon Schemen beschrieben und im Anschluss daran die Spezialisierung aufSchemen in genetischen Algorithmen durch die bin�are Kodierung.Der Ausgangspunkt der Schematheorie ist die Suche nach einer M�og-lichkeit, die Elemente des Suchraumes miteinander zu vergleichen. Dabeiwird vom direkten Vergleich der Zielfunktionswerte abgesehen.Um bestimmte Eigenschaften der Elemente quanti�zieren zu k�onnen,werden Detektoren de�niert.De�nition 2.8 Ein Detektor � ist eine Abbildung des Suchraumes A inden Wertevorrat V . Der De�nitionsbereich ist A.� : A �! V mit D(�) = A:Die Menge von Detektoren wird mit � bezeichnet:� = f�i : A �! Vi; i = 1; : : : ;mg m 2 N:Dabei ist Vi der Wertevorrat des i-ten Detektors und m die Anzahl derDetektoren.Mit Hilfe der Detektoren erh�alt jedes Element x 2 A eine Darstellungmit dem geordnetem Tupel ��1(x); �2(x); : : : ; �m(x)�.Es ist nicht immer von Interesse, den Wert eines bestimmten Detek-tors zu kennen. F�ur diesen Fall wird das Symbol "?\ eingef�uhrt. Damit19



2. Der Schemensatz von J. Hollandbeschreibt das Tupel �v1; ?; : : : ; ?; vl� mit v1 2 V1 und vl 2 Vl die Mengealler Elemente x 2 A, f�ur die gilt:�1(x) = v1�l(x) = vl :Die Werte aller anderen Detektoren �2(x); : : : ; �l�1(x) sind hierbei nichtvon Belang.De�nition 2.9 Ein Schema ist ein m-Tupel aus der MengemYi=1 �Vi [ f?g	:Ist H = (s1; s2; : : : ; sm), so beschreibt H die Menge aller Elemente aus A,f�ur welche gilt:�i(x) = si falls si 6= ? 8i = 1; : : : ; m :Das Schema wird mit der Menge, die es beschreibt identi�ziert.Bezeichnung 2.10 Die Menge aller Schemen wird mit � bezeichnet:� = mYi=1 �Vi [ f?g	:Jedes Schema unterteilt den Suchraum A in zwei Teilmengen, in H undAnH. Ein Element x 2 A hei�t Vertreter eines Schemas H, falls x 2 H.Eine Position k (k = 1; : : : ;m) eines Schemas H = (s1; s2; : : : ; sm) hei�t�xiert, wenn sk 6= ?.Bezeichnung 2.11 Die Anzahl der Vertreter eines Schemas H in derPopulation Pt wird mit m(H; t) = jfPt \Hgj bezeichnet.De�nition 2.12 Die durchschnittliche Fitness Ft(H) eines Schemas inder Population Pt istFt(H) = 1m(H; t) Xx2Pt\H F (x):De�nition 2.13 Die relative Fitness ft(H) eines Schemas H ist die Sum-me der relativen Fitnesswerte der Vertreter des Schemas, die sich in derPopulation Pt be�nden:ft(H) = Xx2Pt\H ft(x):20



2.2. Einf�uhrung in die Schematheorie
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Abbildung 2.2.: Bezeichnungen an einem Schema.De�nition 2.14 Die Ordnung o(H) eines Schemas H 2 � ist die Anzahlder �xierten Stellen von H.De�nition 2.15 Die L�ange �(H) eines Schemas H 2 � ist die Di�erenzzwischen der ersten und der letzten �xierten Stelle von H.Beginnend bei der ersten �xierten Position eines Schemas H werdendie Zeichenzwischenr�aume mit h1 bis h�(H) bezeichnet.F�ur den einfachen genetischen Algorithmus werden die Detektoren fol-genderma�en spezialisiert: Die Anzahl m der Detektoren ist identisch mitder Chromosomenl�ange l und der Wertevorrat jedes Detektors ist die Men-ge der m�oglichen Allele an einem Gen:Vi = f0; 1g i = 1; : : : ; l :Weiterhin wird festgelegt, dass der i-te Detektor das Allel am i-ten Genwiedergeben soll:�i(x) = � 0 : das Allel am i-ten Gen von x ist eine 01 : das Allel am i-ten Gen von x ist eine 1 x 2 A:Abbildung 2.2 veranschaulicht die Bezeichnungen an einem Schema f�urden einfachen genetischen Algorithmus.In diesem Abschnitt wurde gezeigt, wie ein Schema mit Hilfe von De-tektoren konstruiert werden kann. Ein Detektor wird dabei als Hilfsmit-tel benutzt, mit dem gewisse Eigenschaften der Elemente von A quanti-�ziert werden k�onnen. Ein Schema vereinigt die Elemente zu einer Men-ge, die dieselben Auspr�agungen bestimmter Eigenschaften besitzen. Somiterm�oglichen Schemen eine Unterteilung des Suchraumes. Mit dieser Un-terteilung ist es wiederum m�oglich, die Elemente untereinander bez�uglichihrer Auspr�agung bestimmter Eigenschaften zu vergleichen.Beim einfachen genetischen Algorithmus werden zur Konstruktion derSchemen genau so viele Detektoren benutzt, wie die Chromosomen lang21



2. Der Schemensatz von J. Hollandsind. Der i-te Detektor beschreibt dabei das Allel am i-ten Gen eines Chro-mosomes. Ein Schema teilt dann den Suchraum in zwei Mengen, wovon dieeine aus Elementen besteht, deren Chromosomen an bestimmten Genendieselben Allele besitzen.2.3. Herleitung von Hollands SchemensatzIn diesem Abschnitt soll Hollands Schemensatz vorgestellt, hergeleitet undanschlie�end interpretiert werden. Betrachtet wird dabei ein einfacher ge-netischer Algorithmus mit der Population Pt.2.3.1. Hollands SchemensatzSatz 2.3 (Hollands Schemensatz) In einem einfachen genetischen Al-gorithmus gilt f�ur die erwartete Anzahl von Vertretern eines Schemas Hin der Folgegeneration (t+ 1) [11]:E(m(H; t+ 1)) =E ����Pt+1 \H	����m(H; t)Ft(H)�Ft �1� pc �(H)l � 1 �1� ft(H)�� (1� pm)o(H):(2.3)Bezeichnung 2.16EH(H; t) :=m(H; t)Ft(H)�Ft �1� pc �(H)l � 1 �1� ft(H)�� (1� pm)o(H)Im Folgenden soll der Satz 2.3 hergeleitet werden. In einem einfachengenetischen Algorithmus ist die �tnessproportionale Selektion implemen-tiert. Bei diesem Selektionsoperator ist die Wahrscheinlichkeit eines Indi-viduums x zum Kreuztausch ausgew�ahlt zu werden gleich ft(x). Damit einSchema einen Vertreter in der Folgepopulation besitzt, muss ein Vertretervon H zum Kreuztausch ausgew�ahlt werden. Die Wahrscheinlichkeit daf�urist die Summe der relativen Fitnesswerte seiner Vertreter in Pt, also ft(H).Es werden 2n Individuen f�ur den Kreuztausch ausgew�ahlt und somit istdie erwartete Anzahl der ausgew�ahlten Individuen, die Vertreter von Hsind:22



2.3. Herleitung von Hollands Schemensatz2nft(H) = 2n Xx2H\Pt ft(x)= 2n Xx2H\Pt F (x)Py2Pt F (y) wenn 9z 2 Pt : F (z) > 01= 2n Px2H\Pt F (x)Py2Pt F (y) m(H; t)m(H; t)= m(H; t) 1m(H;t) Px2H\Pt F (x)12n Py2Pt F (y)= m(H; t)Ft(H)�Ft : (2.4)Werden zwei Individuen gekreuzt, wovon wenigstens eines ein Vertretervon H ist, so interessiert, wie wahrscheinlich es ist, dass von den beiden ausder Kreuzung resultierenden Elemente wenigstens einer ein Vertreter vonH ist. Dazu wird das komplement�are Ereignis betrachtet: Keines der ausdem Kreuztausch resultierenden Elemente ist ein Vertreter von H. DiesesEreignis tritt ein, wenn ein Vertreter von H mit einem Individuum x 62 Hgekreuzt wird und die Kreuzungsstelle zwischen die �xierten Positionenvon H f�allt. Die Wahrscheinlichkeit hierf�ur ist:P (�(fx2i�1; x2ig; k) mit fx2i�1; x2ig \ (AnH) 6= ; undk 2 fh1; : : : ; h�(H)g) = pc �(H)l � 1 �1� ft(H)�:Damit ist die Wahrscheinlichkeit, dass bei der Kreuzung zweier Indivi-duen an der Kreuzungsstelle k wenigstens ein Vertreter von H resultiert:P ��(fx2i�1; x2ig; k) \H 6= ;� � 1� pc �(H)l � 1 �1� ft(H)�: (2.5)Man erh�alt eine untere Schranke in (2.5), da die tats�achliche Wahrschein-lichkeit f�ur Schemen nach einer Kreuzung Vertreter zu haben gr�o�er ist,als der in (2.5) gegebene Term. Eine Kreuzung kann auch zwischen einemVertreter von H und einem Individuum statt�nden, welches Vertreter ei-nes Teilschemas ist, das bis zur Kreuzungsstelle mit H �ubereinstimmt.In diesem Fall w�urden Vertreter von H aus dem Kreuztausch resultieren,doch dieser Fall wird in (2.5) nicht beachtet.Findet eine Mutation in einem Element statt, welches ein Vertretervon H ist, so ist das aus der Mutation resultierende Element ein Vertreter1Ist F (x) = 0 f�ur alle Individuen von Pt, so erh�alt man 2nft(H) = m(H; t). Dieser Fall istin (2.4) f�ur Ft(H) = �Ft enthalten und braucht damit nicht weiter explizit untersucht zuwerden. 23



2. Der Schemensatz von J. Hollandvon H, wenn keine Mutation an den �xierten Stellen von H stattfand. DieWahrscheinlichkeit, dass o(H)-mal keine Mutation in dem Chromosom desElementes statt�ndet istP (o(H)-mal keine Mutation) = P  lXi=1 Z(!i) � l � o(H)!= � lo(H)�(1� pm)o(H);da es � lo(H)� M�oglichkeiten gibt, o(H) Positionen in einem Chromosom derL�ange l auszuw�ahlen. Der AusdrucklXi=1 Z(!i) � l � o(H)bedeutet, dass bei der Summation der Ereignisse, die beim l-maligen Durch-f�uhren des Zufallsexperimentes f�ur Z eintreten, die Summe nicht gr�o�er alsl� o(H) sein darf, es muss also wenigstens o(H)-mal Z(!i) = 0 eingetretensein. In dem Chromosom gibt es nur eine Auswahl von o(H) Positionen,so dass die �xierten Positionen von H ausgew�ahlt werden. Folglich istdie Wahrscheinlichkeit, dass keine Mutation an den �xierten Positionenauftritt2:P (m(x) 2 H) = � lo(H)�(1� pm)o(H) 1� lo(H)�= (1� pm)o(H): (2.6)Ein Schema H kann in der Folgepopulation Vertreter besitzen, wennVertreter von H, die sich in der Population be�nden, bei der Selektion aus-gew�ahlt werden und auch nach dem Anwenden des Kreuztausch- und desMutationsoperators Vertreter von H vorhanden sind. Eine untere Schran-ke f�ur die Wahrscheinlichkeit, dass ein Vertreter von H aus dem Kreuz-tausch eines Vertreters von H mit einem anderen Element resultiert, istmit (2.5) gegeben. Die Wahrscheinlichkeit, dass aus der Mutation einesVertreters von H ein Element resultiert, welches ebenfalls in H liegt, istmit (2.6) gegeben. Gleichung (2.4) beschreibt die erwartete Anzahl vonVertretern von H, die zum Kreuztausch ausgew�ahlt werden. Multipliziertman diese drei Terme miteinander, so erh�alt man eine untere Schrankef�ur den Erwartungswert der Anzahl an Vertretern eines Schemas H in derFolgepopulation Pt+1:2Es ist somit auch dieselbe Wahrscheinlichkeit, dass an o(H) beliebig gew�ahlten Stellen keineMutation auftritt.24



2.3. Herleitung von Hollands Schemensatz
E(m(H; t + 1)) � m(H; t)Ft(H)�Ft �1� pc �(H)l � 1 �1� ft(H)�� (1� pm)o(H)= 2nft(H)�1� pc �(H)l � 1 �1� ft(H)�� (1� pm)o(H) (2.7)Somit ist Satz 2.3 bewiesen. 22.3.2. Interpretation von Hollands SchemensatzHollands Schemensatz 2.3 sch�atzt die Anzahl der in der Folgegenerationzu erwartenden Vertreter eines Schemas nach unten ab. Die eigentliche Er-kenntnis aus dem Schemensatz wird jedoch an einer schw�acheren Form derin (2.3) gegebenen unteren Schranke ersichtlich. Diese schw�achere Formist gegeben durch:E�m(H; t+ 1)� � EH(H; t)= m(H; t)Ft(H)�Ft �1� pc �(H)l � 1 �1� ft(H)�� (1� pm)o(H)� m(H; t)Ft(H)�Ft �1� pc �(H)l � 1� (1� pm)o(H);da (1� ft(H)) � 0.In der Praxis werden pc nahe 1 und pm nahe 0 gew�ahlt:pm � 0; pc � 1:Somit h�angt die Vertreteranzahl eines Schemas H in der Folgepopulationim Wesentlichen von dem Verh�altnis seiner durchschnittlichen Fitness zuder durchschnittlichen Populations�tness Ft(H)�Ft , seiner L�ange �(H) undseiner Ordnung o(H) ab. Ist Ft(H) gr�o�er als �Ft, �(H)l�1 und o(H) klein, dannwird die Anzahl der Vertreter von H vergr�o�ert. Ist Ft(H) kleiner odergleich �Ft, so wird die Anzahl dezimiert. So vermutet man, dass kleine (o(H)gering), kompakte ( �(H)l�1 gering) und �uberdurchschnittlich �tte Schemen imLaufe des Algorithmus dominieren, weil f�ur diese Schemen der Ausdruckm(H; t)Ft(H)�Ft �1� pc �(H)l � 1� (1� pm)o(H)gr�o�er ist, als f�ur gro�e, nicht kompakte oder unterdurchschnittlich �tteSchemen. 25



2. Der Schemensatz von J. HollandBleibt ein kleines und kompaktes Schema �uber mehrere Generationenmit einem bestimmten Betrag c �Ft �uber der durchschnittlichen Populati-ons�tness �Ft (c > 0):Ft(H) = (1 + c) �Ft;so kann man zeigen, dass es in den Folgepopulation eine exponentiell stei-gende Anzahl von Vertretern besitzt. Ist das Schema H klein und kompaktso kann die destruktive Wirkung vom Kreuztausch und von der Mutationvernachl�assigen werden:1� pc �(H)l � 1 � 1 (1� pm)o(H) � 1:Und sofern m(H; 0) 6= 0 sieht man:E�m(H; t+ 1)� � m(H; t)Ft(H)�Ft �1� pc �(H)l � 1� (1� pm)o(H)� m(H; t)Ft(H)�Ft= m(H; t)(1 + c)= m(H; t� 1)(1 + c)2...= m(H; 0)(1 + c)t:Kleine, kompakte und �uberdurchschnittlich �t bleibende Schemen er-halten also eine exponentiell steigende Anzahl an Vertretern in der Popula-tion, da die untere Schranke f�ur die erwartete Anzahl an Vertretern dieserSchemen mit einer Rate von (1+c) exponentiell w�achst. In einer endlichenPopulation kann nat�urlich kein Schema fortlaufend �uberdurchschnittlich�t bleiben, da es mit steigender Vertreteranzahl auch die durchschnittlichePopultions�tness �Ft erh�oht. Aus diesem Grund und wegen der endlichenPopulationsgr�o�e kann somit auch nicht die Vertreteranzahl eines Sche-mas fortlaufend exponentiell ansteigen. Doch die Hauptaussage des Sche-mensatzes bleibt bestehen: In einem einfachen genetischen Algorithmuserhalten �uberdurchschnittlich �tte Schemen mit bestimmten Eigenschaf-ten (klein und kompakt) �uber einige Generationen exponentiell steigendeVertreteranzahl in der Population. Da sich die durchschnittliche Fitnesseines Schemas aus den Fitnesswerten der Individuen zusammensetzt, dieVertreter des Schemas sind, deutet ein �uberdurchschnittlich �ttes Schemaauch immer auf �uberdurchschnittlich �tte Vertreter in Pt hin. Steigt al-so die Vertreteranzahl eines Schemas, welches �uberdurchschnittlich �t ist,steigt auch die Anzahl an �uberdurchschnittlich �tten Individuen. Somitkann der Schemensatz 2.3 eine Erkl�arung f�ur das schnelle Finden einerL�osung nahe am Optimum oder einer L�osung, deren Zielfunktionswertnahe am Optimalzielfunktionswert liegt durch einfache genetische Algo-rithmen bieten.Der folgende Satz wird f�ur den Beweis eines anderen Satzes ben�otigt.26



2.4. Modi�kation von Hollands SchemensatzHilfssatz 2.4 Ist pm < 1, so ist die untere Schranke f�ur die erwarteteAnzahl von Vertretern eines Schemas in der Folgepopulation genau dannNull, wenn die relative Fitness des Schemas Null ist:EH(H; t) = 0, ft(H) = 0:Beweis ((): Sei ft(H) = 0 dann istEH(H; t) = 2nft(H)�1� pc �(H)l � 1 �1� ft(H)�� (1� pm)o(H)= 0:Ist die relative Fitness eines Schemas Null, so ist untere Schranke f�urdie erwartete Anzahl von Vertretern in Pt+1 gleich Null: ft(H) = 0 )EH(H; t) = 0.()): Sei EH(H; t) = 0. Es wird angenommen, dass die relative Fitness einesSchemas ungleich Null ist. Mit einigen �Aquivalenzumformungen wird einWiderspruch zur Annahme gezeigt. Annahme: ft(H) 6= 0EH(H; t) = 2nft(H)�1� pc �(H)l � 1 �1� ft(H)�� (1� pm)o(H) = 0, 1� pc �(H)l � 1 �1� ft(H)� = 0, da ft(H) > 0 und pm < 1, pc �(H)l � 1 ft(H) = pc �(H)l � 1 � 1, 0 = pc �(H)l � 1 ft(H) = pc �(H)l � 1 � 1;denn pc �(H)l�1 ft(H) 2 [0; 1] und pc �(H)l�1 � 1 2 [�1; 0]0 = pc �(H)l � 1 ft(H) = pc �(H)l � 1 � 1, pc �(H)l � 1 = 1 und ft(H) = 0Das ist ein Widerspruch zur Annahme. Also folgt aus EH(H; t) = 0, dassdie relative Fitness des Schema ebenfalls Null ist: EH(H; t)) ft(H) = 0:Mithin: EH(H; t), ft(H) = 0: 22.4. Modi�kation von Hollands Schemensatz2.4.1. Der modi�zierte SchemensatzIn Hollands Schemensatz 2.3 wird nur der destruktive Ein
uss des Kreuz-tausches und der Mutation auf die Vertreteranzahl eines Schemas in derFolgepopulation betrachtet. Weiterhin bietet der Schemensatz nur eine un-tere Schranke f�ur eben jene Vertreteranzahl. Da jedoch f�ur die Analyse deseinfachen genetischen Algorithmus eine pr�azisere Angabe w�unschenswert27



2. Der Schemensatz von J. Hollandist, wird f�ur die erwartete Vertreteranzahl eines Schemas in der Folgepo-pulation im Folgendem eine exakte Formel hergeleitet.Bei dem einfachen genetischen Algorithmus k�onnen durch folgende Ur-sachen Vertreter eines Schemas H in der Folgepopulation vorhanden sein:(1a) Aus der Kreuzung zweier Individuen, wovon wenigstens eines in Hliegt, resultiert wenigstens ein Element, das ebenfalls Vertreter vonH ist.(1b) Bei der Kreuzung zweier Individuen, welche nicht Vertreter von Hsind, resultiert ein Element, das in H liegt.(2) Aus der Mutation von einem Vertreter von H resultiert ein Element,welches ebenfalls in H liegt.(3) Aus der Mutation von einem Element, welches kein Vertreter von Hist, resultiert ein Element, welches in H liegt.Diese vier Szenarien sollen im Folgenden betrachtet und hinsichtlichihres Ein
usses auf die Vertreteranzahl eines Schemas in der Folgepopu-lation analysiert werden. Es wurde nur (2) und teilweise (1a) in HollandsSchemensatz 2.3 betrachtet.Zun�achst wird der Fall betrachtet, dass einige Elemente nach dem An-wenden des Kreuztauschoperators Vertreter von H sind:OK(Pt) \H 6= ;:(1a) Es wird zuerst das Ereignis untersucht, bei dem wenistens ein Ver-treter von H an der Kreuzung zwischen zwei Individuen teilnimmt. Beidem Kreuztausch zwischen zwei Individuen wird eine Kreuzungsstelle aus-gew�ahlt. Es werden zwei F�alle unterschieden. Die Kreuzungsstelle k 2f1; : : : ; l � 1g kann au�erhalb des Schemas H oder zwischen die �xiertenPositionen des Schemas fallen. Formell geschrieben ist das erste Ereignis:�(fx2i�1; x2ig; k) mit k 62 fh1; : : : ; h�(H)g: (2.8)Die Wahrscheinlichkeit, dass zwischen zwei Individuen ein Kreuztauschstatt�ndet und die Kreuzungsstelle zwischen die �xierten Positionen f�allt,ist: P (�(fx2i�1; x2ig; k) mit k 2 fh1; : : : ; h�(H)g) = pc �(H)l � 1 : (2.9)Dann ist die Wahrscheinlichkeit f�ur das Ereignis (2.8):P (�(fx2i�1; x2ig; k) mit k 62 fh1; : : : ; h�(H)g) = 1� pc �(H)l � 1 :28



2.4. Modi�kation von Hollands SchemensatzBei einer Kreuzung zweier Individuen, bei der wenigstens ein Vertretervon H teilnimmt, k�onnen entweder beide oder nur ein Individuum Vertre-ter von H sein. Die Auswahl eines Vertreters von H und eines Individuums,welches kein Vertreter von H ist, kann dabei auf zwei Arten erfolgen. DerVertreter von H kann als erster oder als zweiter Kreuzungspartner gew�ahltwerden. Sind beide Individuen Vertreter von H, so gibt es nur eine Aus-wahlm�oglichkeit. Damit ist die Wahrscheinlichkeit, dass wenigstens einesvon zwei zu kreuzenden Individuen ein Vertreter von H ist:P (�(fx2i�1; x2ig; k) mit fx2i�1; x2ig \H 6= ;) = ft(H)2 + 2ft(H)(1 � ft(H)):Die Anzahl der Vertreter von H nach einem Kreuztausch zwischenzwei Individuen ist abh�angig davon, wieviele Vertreter von H, ob zweioder nur einer, am Kreuztausch beteiligt waren. Werden zwei Vertretervon H miteinander gekreuzt, liegen beide, durch den Kreuztausch entste-henden Elemente in H. Ist jedoch nur ein Individuum Vertreter von H, soliegt auch nur eines von zwei resultierenden Elementen in H. Werden zweiIndividuen gekreuzt, wobei wenigstens eines Element von H ist, so ist diezu erwartende Anzahl von Vertretern von H demnach:E ����(fx2i�1; x2ig; k) mit fx2i�1; x2ig \H 6= ; und k 62 fh1; : : : ; h�(H)g��� == �1� pc �(H)l � 1��2ft(H)2 + 1 � 2ft(H)(1� ft(H))�= 2ft(H)�1� pc �(H)l � 1� : (2.10)Damit ist Szenario (1a) vollst�andig untersucht.(1b) Nun wird das Ereignis betrachtet, bei dem die Kreuzungsstelle zwi-schen die �xierten Positionen von H f�allt. Die Wahrscheinlichkeit f�ur diesesEreignis wurde bereits erw�ahnt (2.9):P (�(fx2i�1; x2ig; k) mit k 2 fh1; : : : ; h�(H)g) = pc �(H)l � 1 :Nach dem Kreuztausch zwischen zwei Individuen, bei dem wenigstenseines der resultierenden Elemente in H liegt und die Kreuzungsstelle zwi-schen die �xierten Positionen f�allt, k�onnen ein oder zwei Elemente in Hliegen. Das ist davon abh�angig, ob zwei Vertreter von H miteinander ge-kreuzt werden oder ob ein Vertreter von H mit einem Individuum gekreuztwird, welches entweder bis zur Kreuzungsstelle oder von der Kreuzungs-stelle an den �xierten Positionen von H mit dessen Allelen �ubereinstimmt.De�nition 2.17 Das Schema Hk 2 � ist ein Schema, dessen �xier-te Positionen und dessen Allele an diesen �xierten Positionen mit de-nen von H bis zur Zeichenposition k 2 fh1; : : : ; h�(H)g �ubereinstimmen.29
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Abbildung 2.3.: Ein Beispiel f�ur die Schemen H; Hk und Ĥk mit k = 3.Abgesehen von diesen erw�ahnten �xierten Positionen, sind keine weite-ren Positionen von Hk �xiert. Ist H = (s1; : : : ; sk; : : : ; sl) dann ist alsoHk = (s1; : : : ; sk; ?; : : : ; ?).De�nition 2.18 Das Schema Ĥk 2 � ist ein Schema, dessen �xiertePositionen und dessen Allele an diesen �xierten Positionen mit denenvon H von der Zeichenposition k 2 fh1; : : : ; h�(H)g an �ubereinstimmen.Abgesehen von diesen erw�ahnten �xierten Positionen, sind keine weiterenPositionen von Ĥk �xiert. Ist H = (s1; : : : ; sk; : : : ; sl) dann ist also Ĥk =(?; : : : ; ?; sk+1; : : : ; sl).Abbildung 2.3 zeigt ein Beispiel f�ur H; Hk und Ĥk. Es sind folgendeBeziehungen erkennbar:Hilfssatz 2.5 F�ur H;Hk und Ĥk gelten folgende Beziehungen:a) H � Hkb) H � Ĥkc) Hk \ Ĥk = H.Beweis Sei H = (s1; : : : ; sk; : : : ; sl), Hk = (s1; : : : ; sk; ?; : : : ; ?) und Ĥk =(?; : : : ; ?; sk+1; : : : ; sl). Sei x 2 H, also ist der Detektor �i(x) = si f�ursi 6= ?, i = 1; : : : ; l.zu a) Damit ist x auch Element von Hk. Es folgt H � Hk. Sei x 2 Hkund es gelte f�ur einen Detektor �i0(x) = 1� si0 f�ur ein i0 2 fk + 1; : : : ; lgmit si0 6= ?, das hei�t x unterscheide sich an einer �xierten Position i0 vondem si0 von H. So ist x 62 H. Also gilt: x 2 Hk 6) x 2 H) Hk 6� HEs sind Suchr�aume konstruierbar, in denen H = Hk gilt, also ist H � Hkzu b) Um b) zu beweisen geht man entsprechend a) vor, nur dass Hk durchĤk ersetzt wird und i0 2 1; : : : ; k gew�ahlt wird.zu c) Sei x 2 Hk und x 2 Ĥk, also gilt f�ur die Detektoren �i(x) = si f�uri = 1; : : : ; k und �i(x) = si f�ur i = k + 1; : : : ; l.) x 2 H30



2.4. Modi�kation von Hollands Schemensatz) H = Hk \ Ĥk 2Es gilt also H � Hh�(H) � Hh�(H)�1 � : : : � Hh2 � Hh1.Folgerung 2.6 F�ur die relativen Fitnesswerte von H;Hk und Ĥk geltenfolgende Beziehungen:a1) ft(Hk) � ft(H) a2) ft(HknH) = ft(Hk)� ft(H)b1) ft(Ĥk) � ft(H) b2) ft(ĤknH) = ft(Ĥk)� ft(H)c) ft(Hk [ Ĥk) = ft(Hk) + ft(Ĥk)� ft(H).Beweis zu a1) Nach dem Hilfssatz 2.5 istH eine Teilmenge von Hk. Damitbesitzt Hk wenigstens so viele Vertreter, wie H. Dies gilt auch f�ur dieAnzahl der Vertreter in der Population. Da sich die relative Fitness einesSchemas aus der Summe der relativen Fitnesswerte seiner Vertreter in derPopulation errechnet, ist der relative Fitnesswert vonHk notwendigerweisemindestens so gro�, wie der von H. Der Beweis wird jedoch auch formelldurchgef�uhrt, damit a2) leichter zu beweisen ist.ft(Hk) = Xx2Pt\Hk ft(x)= Xx2Pt\�(HknH)[H� ft(x) mit Hilfssatz 2.5 a)= Xx2�Pt\(HknH)�[�Pt\H� ft(x)= Xx2Pt\(HknH) ft(x) + Xx2Pt\H ft(x)� Xx2Pt\H ft(x)= ft(H)zu a2)ft(Hk) = Xx2Pt\(HknH) ft(x) + Xx2Pt\H ft(x)= ft(HknH) + ft(H)Also ist ft(HknH) = ft(Hk)� ft(H)zu b1) und b2) Man verf�ahrt genauso wie in a1) und a2) mit der Ausnahme,31



2. Der Schemensatz von J. Hollanddass Hk durch Ĥk zu ersetzen ist.zu c) ft(Hk [ Ĥk) = Xx2Pt\(Hk[Ĥk) ft(x)= Xx2(Pt\Hk)[(Pt\Ĥk) ft(x)= Xx2(Pt\Hk) ft(x) + Xx2(Pt\H) ft(x)� Xx2(Pt\Hk)\(Pt\Ĥk)ft(x)= ft(Hk) + ft(Ĥk)� Xx2(Pt\H) ft(x) mit Satz 2.5 c)= ft(Hk) + ft(Ĥk)� ft(H): 2Somit gilt alsoft(H) � ft(Hh�(H)) � ft(Hh�(H)�1) � : : : � ft(Hh2) � ft(Hh1):Es gibt vier Kombinationen, in denen Vertreter von H, Hk und Ĥk mit-einander gekreuzt werden k�onnen, so dass wenigstens ein aus dem Kreuz-tausch zwischen zwei Individuen hervorgehendes Element Vertreter von Hist. Folgende �Ubersicht gibt einen �Uberblick �uber diese Kombinationen,die Anzahl der M�oglichkeiten, diese Kombinationen auszuw�ahlen und dieAnzahl der resultierenden Elemente, die bei diesen Kombinationen in Hliegen:Kombination Anzahl der Arten, die-se Kombination aus-zuw�ahlen Resultierende Anzahlvon Vertretern von HH und H 1 2H und HknH 2 1H und ĤknH 2 1HknH und ĤknH 2 1Die Wahrscheinlichkeit, dass Vertreter von H, Hk oder Ĥk in einerderartigen Konstellation gekreuzt werden ist demnachP ��(fx2i�1; x2ig; k0) \H 6= ;; k0 2 fh1; : : : ; h�(H)g� == P�k0 2 fh1; : : : ; h�(H)g�P (k0 = k) � �P (x2i�1 2 H;x2i 2 H) +P (x2i�1 2 H;x2i 2 Hk) + P (x2i�1 2 H;x2i 2 Ĥk) +P (x2i�1 2 Hk; x2i 2 Ĥk)�= pc �(H)l � 1 1�(H)�ft(H)2 + 2ft(H)[ft(Hk)� ft(H)] +2ft(H)[ft(Ĥk)� ft(H)] + 2[ft(Hk)� ft(H)][ft(Ĥk)� ft(H)]�:32



2.4. Modi�kation von Hollands SchemensatzDer Faktor pc �(H)l�1 ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Kreuzungsstellezwischen die �xierten Positionen des Schemas f�allt. Der Faktor 1�(H) ist dieWahrscheinlichkeit, dass die Kreuzungsstelle k0 genau an die gew�unschteStelle k f�allt.Der Wert von k kann zwischen h1 und h�(H) variieren. Da die Kreu-zungsstelle nur einmal ausgew�ahlt wird, sind die Ereignisse k = hi undk = hj f�ur i 6= j; (i; j = h1; : : : ; h�(H)) disjunkt und die Wahrscheinlichkei-ten der EreignisseP ��(fx2i�1; x2ig; h1) \H 6= ;�; : : : ; P ��(fx2i�1; x2ig; h�(H)) \H 6= ;�k�onnen addiert werden. Also:P ��(fx2i�1; x2ig; k) \H 6= ;; k 2 fh1; : : : ; h�(H)g� == pc 1l � 1 h�(H)Xk=h1 �ft(H)2 +2ft(H)[ft(Hk)� ft(H)] +2ft(H)[ft(Ĥk)� ft(H)] +2[ft(Hk)� ft(H)][ft(Ĥk)� ft(H)]�:Nun wird die zu erwartende Anzahl von Vertretern von H bei diesemEreignis errechnet. Nur wenn zwei Vertreter von H miteinander gekreuztwerden, sind liegen die beiden resultierenden Elemente in H. Bei den an-deren drei Konstellationen kann nur eines der entstehenden Elemente inH liegen:E ����(fx2i�1; x2ig; k) \H 6= ;; k 2 fh1; : : : ; h�(H)g��� =pcl � 1 h�(H)Xk=h1 �2ft(H)2 + 2ft(H)[ft(Hk)� ft(H)] +2ft(H)[ft(Ĥk)� ft(H)] +2[ft(Hk)� ft(H)][ft(Ĥk)� ft(H)]�= 2 pcl � 1 h�(H)Xk=h1 ft(Hk)ft(Ĥk): (2.11)Es ist zu bemerken, dass die relative Fitness eines Teilschemas Hhmgenau m-mal in die Summeh�(H)Xk=h1 ft(Hk)ft(Ĥk) 33



2. Der Schemensatz von J. Hollandeingeht, denn es giltHhm � : : : � Hh2 � Hh1 :Damit ist Hhm in m Schemen vertreten und die relative Fitness von Hhmtr�agt zur Fitness von m Schemen bei, dennft(Hhm) � ft(Hhm�1) � : : : � ft(Hh2) � ft(Hh1):Die Ereignisse k 2 fh1; : : : ; h�(H)g und k 62 fh1; : : : ; h�(H)g sind eben-falls disjunkt. Daher k�onnen die Wahrscheinlichkeiten und damit die Er-wartungswerte f�ur die zu erwartende Vertreteranzahl von H bei diesenEreignissen ((2.10) und (2.11)) addiert werden. Damit erh�alt man einenAusdruck f�ur die zu erwartende Anzahl von Vertretern von H nach demAnwenden des Kreuztauschoperators. Auf Grund von verbesserter Les-barkeit variiert der Wert der Kreuzungsstelle k nun zwischen 1 und �(H)3.Weiterhin werden insgesamt n Paare gekreuzt. Damit ist der Erwartungs-wert f�ur die Anzahl der Vertreter von H nach dem Anwenden des Kreuz-tauschoperators:E ����OK(Pt) \H	��� = 2nft(H)�1� pc �(H)l � 1�+2n pcl � 1 �(H)Xk=1 ft(Hk)ft(Ĥk)= 2n24ft(H)�1� pc �(H)l � 1�+ pcl � 1 �(H)Xk=1 ft(Hk)ft(Ĥk)35 :(2.12)(2) Betrachtet wird nun das Szenario (2). Nach der Mutation eines Ver-treters von H soll das resultierende Element ebenfalls in H liegen. Es wirdangenommen, es existiert ein Vertreter von H nach dem Kreuztausch. Die-ser wird mit xH 2 OK(Pt)\H bezeichnet. Die Wahrscheinlichkeit, dass ausder Mutation von xH ein Vertreter von H entsteht, wurde bereits herge-leitet. Nach (2.6) istP (m(xH) 2 H) = (1� pm)o(H): (2.13)(3) Abschlie�end ist der letzte Fall zu betrachten. Aus der Mutation einesElementes, welches nicht in H liegt, soll ein Vertreter von H resultieren.Um dieses Ereignis zu untersuchen, wird eine Klasse von Schemen �Hieingef�uhrt.De�nition 2.19 Die Menge �Hi ist eine Menge von Schemen, die sich angenau i Stellen von den �xierten Positionen von H unterscheiden. Ist also3Innerhalb der Chromosomen ist die Kreuzungsstelle dann (h1 � 1) + k.34
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Abbildung 2.4.: Beispiele f�ur Schemen aus den Klassen �Hi f�ur i = 2; 4 und 5.H = (s1; : : : ; sl), dann gilt:H 0 = (s01; : : : ; s0l) 2 �Hi , f�ur sk 6= ? gilt s0k = 1 � sk f�ur k = k1; : : : ; kiund s0m = sm f�ur m = k01; : : : ; k0o(H)�i.Ein Schema H 0 2 �Hi kann also aus H konstruiert werden, indem beliebi-ge i Allele an den �xierten Positionen von H negiert werden. In Abbildung2.4 sind einige Beispiele f�ur Schemen, die in �Hi liegen graphisch dargestellt.Das Schema H 0 besitzt die gleiche Ordnung und L�ange wie das SchemaH: o(H 0) = o(H)�(H 0) = �(H):Es wird angenommen, dass nach dem Anwenden des Kreuztauschope-rators ein Element xHi 2 H 0 2 �Hi existiert, welches sich an genau i Stellenvon den Allelen der �xierten Positionen des Schemas H unterscheidet.Das Element xHi mutiert zu einem Vertreter von H, wenn an genauden i Positionen, an denen H 0 sich von H unterscheidet, Mutationen statt-�nden. Die restlichen Positionen von xHi, deren Allele mit denen von H�ubereinstimmen, d�urfen dann nicht mutiert werden. Die Wahrscheinlich-keit, dass i Mutationen statt�nden und �o(H)� i� Mutationen nicht, ist:P (i Mutationen an best. �xierten Pos. von H) = pmi(1� pm)o(H)�i:(2.14)Es wurde angenommen, dass ein solches Element xHi in der Menge derIndividuen nach Anwenden des Kreuztauschoperators vorhanden ist. DieWahrscheinlichkeit P (xHi 2 OK(Pt)) ist jedoch nicht nur abh�angig von derFitness ft(xHi), der L�ange und Ordnung von H 0, sondern auch von derderzeit vorhandenen Population4. Weiterhin ist P (xHi 2 OK(Pt)) von der4Betrachtet man das Schema H=(1,1, : : : ,1) und besteht die Population P nur aus Indivi-duen, welche die Chromosomen (0,0, : : : ,0) besitzen, so wird P (xH1 2 C(P )) sicherlichgeringer sein, als in einer Population, deren Individuen mehr �uber den Suchraum verteiltsind. 35



2. Der Schemensatz von J. HollandVerteilung der i Positionen �uber die o(H) Positionen abh�angig. F�ur dieWahrscheinlichkeit, dass nach dem Anwenden des KreuztauschoperatorsVertreter von H in OK(Pt) sind, die sich an genau i Stellen von H unter-scheiden, m�ussen daher alle �o(H)i � Schemen H 0 2 �Hi betrachtet werden:P (xHi 2 OK(Pt)) = XH02 �Hi P �OK(Pt) \H 0 6= ;�:Nun kann die Wahrscheinlichkeit angeben werden, dass ein Vertretereines Schemas H 0 2 Hi vorhanden ist und zu einem Vertreter von H mu-tiert:P �m(xHi) 2 H� = P (i Mut. best. Pos. von H)P (xHi 2 OK(Pt))= pmi(1� pm)o(H)�i P (xHi 2 OK(Pt))= pmi(1� pm)o(H)�i XH02 �Hi P �OK(Pt) \H 0 6= ;�:(2.15)Der Wert von i kann zwischen 1 und o(H) variieren. So erh�alt mandie Wahrscheinlichkeit, dass ein Vertreter von H nach der Mutation einesElementes, welches nicht in H liegt resultiert:P �m(x) 2 H mit x 62 H� =o(H)Xi=1 pmi(1� pm)o(H)�i XH02 �Hi P �OK(Pt) \H 0 6= ;�: (2.16)Da aus der Mutation von einem Element nur ein Element resultiert,kann maximal ein Vertreter von H nach der Mutation vorhanden sein.Der Mutationsoperator OM wird auf 2n Elemente angewendet, daher istdie erwartete Anzahl von Vertretern von H, die aus der Mutation einesElementes, das nicht in H liegt resultiert:E ����x : x 62 H und m(x) 2 H	��� =2n o(H)Xi=1 pmi(1� pm)o(H)�i XH02 �Hi P �OK(Pt) \H 0 6= ;�: (2.17)Nun k�onnen (2.12), (2.13) und (2.17) zusammengesetzt werden. Manerh�alt folgenden Satz:Satz 2.7 (Modi�zierter Schemensatz) In einem einfachen genetischenAlgorithmus ist die erwartete Anzahl von Vertretern eines Schemas H inder Folgegeneration (t+ 1):E ����Pt+1 \H	��� =36



2.4. Modi�kation von Hollands Schemensatz2nft(H)�1� pc �(H)l � 1� (1� pm)o(H) +2n pcl � 1 �(H)Xk=1 ft(Hk)ft(Ĥk)(1� pm)o(H) +2n o(H)Xi=1 pim(1� pm)o(H)�i XH02 �Hi P �OK(Pt) \H 0 6= ;�: (2.18)Bezeichnung 2.20 Es werden folgende Bezeichnungen der Terme in demmodi�zierten Schemensatz vergeben:ECo1 := ECo1(H; t) := 2nft(H)�1� pc �(H)l � 1� (1� pm)o(H)ECo2 := ECo2(H; t) := 2n pcl � 1 �(H)Xk=1 ft(Hk)ft(Ĥk)(1� pm)o(H)EMut := EMut(H; t) := 2n o(H)Xi=1 pim(1� pm)o(H)�iXH02 �Hi P �OK(Pt) \H 0 6= ;�ES := ES(H; t) := ECo1 + ECo2 + EMut:2.4.2. Interpretation des modi�zierten SchemensatzesDer modi�zierte Schemensatz bietet einen exakten Ausdruck f�ur den Er-wartungswert f�ur die Anzahl der Vertreter eines Schemas in der Folgepopu-lation. Somit sind nun genauere Untersuchungen an der Entwicklung derPopulation eines genetischen Algorithmus m�oglich als bisher. Es k�onntenzum Beispiel Absch�atzungen f�ur das erstmalige Auftreten des Optimumsin der Population bei gegebenen Parameterbelegungen berechnet werden.Weiterhin kann der modi�zierte Schemensatz f�ur die Optimierung derParameter eines einfachen genetischen Algorithmus genutzt werden. Bis-her war dies mit dem Schemensatz nur eingeschr�ankt m�oglich.Es soll formal bewiesen werden, dass durch ES die untere Schranke ausdem Schemensatz 2.3 verbessert wurde.Hilfssatz 2.8 In einem einfachen genetischen Algorithmus gilt:ES(H; t) � EH(H; t):Beweis Nach Hilfssatz 2.6 gilt:ft(Hk) � ft(H)ft(Ĥk) � ft(H); 37



2. Der Schemensatz von J. Hollandund daraus folgtECo2 = 2n pcl � 1 �(H)Xk=1 ft(Hk)ft(Ĥk)(1 � pm)o(H)� 2n pcl � 1 �(H)Xk=1 ft(H)2(1� pm)o(H)= 2npc �(H)l � 1 ft(H)2(1� pm)o(H):Somit:ES = ECo1 +ECo2 +EMut� ECo1 +ECo2= 2nft(H)�1� pc �(H)l � 1� (1� pm)o(H) +2n pcl � 1 �(H)Xk=1 ft(Hk)ft(Ĥk)(1� pm)o(H)� 2nft(H)�1� pc �(H)l � 1� (1� pm)o(H) + 2npc �(H)l � 1 ft(H)2(1� pm)o(H)= 2nft(H)�1� pc �(H)l � 1 �1� ft(H)�� (1� pm)o(H):Und mit (2.4) folgt:ES � 2nft(H)�1� pc �(H)l � 1 �1� ft(H)�� (1� pm)o(H)= m(H; t)Ft(H)�Ft �1� pc �(H)l � 1 �1� ft(H)�� (1� pm)o(H)= EH : 2Es ist zu bemerken, dass ES, also der Erwartungswert der Anzahl anVertretern eines Schemas in der Folgepopulation, immer positiv ist. F�urden Beweis wird folgender Hilfssatz ben�otigt.Hilfssatz 2.9 In einem einfachen genetischen Algorihtmus mit pm < 1ist der Wert f�ur EMut(H; t) genau dann Null, wenn alle Individuen vonPt Vertreter des Schemas H sind. Also:EMut = 0, ft(H; t) = 1:Beweis Sei H 0 2 �Hi ein Schema, welches sich an i Stellen von H unter-scheidet.38



2.4. Modi�kation von Hollands SchemensatzEMut = 0, 2n o(H)Xi=1 pim(1� pm)o(H)�iXH02 �Hi P �OK(Pt) \H 0 6= ;� = 0, 2n o(H)Xi=1 pmi(1� pm)o(H)�i P (xHi 2 OK(Pt)) = 0mit xHi 2 H 0 f�ur alle H 0 2 �Hi, P (xHi 2 OK(Pt)) = 0 mit xHi 2 H 0 8H 0 2 �Hi 8i = 1; : : : ; o(H):Das bedeutet EMut = 0 ist nur erf�ullt, wenn nach dem Anwenden desKreuztauschoperators kein Individuum vorhanden ist, das sich an irgend-einem Gen von H unterscheidet. Also:P (xHi 2 OK(Pt)) = 0 mit xHi 2 H 0 8H 0 2 �Hi 8i = 1; : : : ; o(H), ECo1(H 0; t) +ECo2(H 0; t) = 0 8H 0 2 �Hi 8i = 1; : : : ; o(H):Dies ist nur erf�ullt, wenn ft(H 0) = 0 und ft(H 0k)f(Ĥ 0k) = 0 f�ur alle k 2f1; : : : ; �(H)g f�ur alleH 0 2 �Hi und f�ur alle i = 1; : : : ; o(H). Also d�urfte schonvor dem Kreuztausch kein Individuum vorhanden sein, welches Vertretervon H 0 ist. Dies tritt genau dann ein, wenn alle Indivduen Vertreter vonH sind. Also:ECo1(H 0; t) +ECo2(H 0; t) = 0 8H 0 2 �Hi, Xx2Pt\H ft(x) = ft(H) = 1 nach Satz 2.1 c)Somit wurde gezeigt, dass EMut = 0 genau dann erf�ullt ist, wenn ft(H) = 1gilt. 2Nun kann gezeigt werden, dass der Wert f�ur ES f�ur jedes Schema positivist.Hilfssatz 2.10 In einem einfachen genetischen Algorithmus mit pm < 1gilt: ES(H; t) = ECo1 + ECo2 + EMut > 0 8H 2 � :Beweis Fallunterscheidung:1. Fall: Sei ft(H) > 0:ES(H; t) � EH(H; t) siehe Hilfssatz 2.8Nach Hilfssatz 2.4 gilt EH(H; t) = 0, ft(H) = 0. Hier ist ft(H) > 0 gefor-dert, also ist auch EH(H; t) > 0. Und somit: ES(H; t) � EH(H; t) > 0.2. Fall: ft(H) = 0: Nach Hilfsatz 2.9 ist EMut(H; t) > 0, da ft(H) 6= 1. Da-mit ist auch ES(H; t) = ECo1 +ECo2 +EMut > 0. 39



2. Der Schemensatz von J. HollandMithin ES(H; t) > 0 8H 2 �. 2Es ist interessant zu bemerken, dass die erwartete Vertreteranzahl f�urjedes Schema positiv ist. Das hei�t jedes Schema besitzt eine positiveWahrscheinlichkeit, in der n�achsten Generation Vertreter zu besitzen. Sinddie Schemen derart konstruiert, dass jedes Element des Suchraumes ein-ziger Vertreter von wenigstens einem Schema ist, so kann jedes Elementdes Suchraumes erreicht werden.Im Folgenden soll gezeigt werden, dass eine Erh�ohung der relativenFitness eines Schemas unweigerlich zu einer Erh�ohung seiner erwartetenVertreteranzahl in der Folgepopulation f�uhrt.Hilfssatz 2.11 Die Funktionen EH(H; t) und ES(H; t) sind streng mono-ton wachsend bez�uglich der relativen Fitness von H, wennft(H) > 0 und pm < 1:Beweis EH(H; t) und ES(H; t) werden als Funktionen von ft(H) betrach-tet. Bildet man die Ableitung von EH(H; t) nach ft(H), so sieht man:@EH(H; t)@ft(H) = @@ft(H) �2nft(H)�1� pc �(H)l � 1 �1� ft(H)�� (1� pm)o(H)�= @@ft(H) �2nft(H)� 2nft(H)pc �(H)l � 1+2npc �(H)l � 1 ft(H)2� (1� pm)o(H)= �2n� 2npc �(H)l � 1 + 4npc �(H)l � 1 ft(H)� (1� pm)o(H)� 4npc �(H)l � 1 ft(H)(1� pm)o(H) da 2n� 2npc �(H)l � 1 � 0> 0 f�ur ft(H) > 0 und pm < 1:EH(H; t) ist also f�ur ft(H) > 0 streng monoton wachsend. DaES(H; t) � EH(H; t), ist somit auch ES(H; t) streng monoton wachsend.2In diesem Abschnitt wurde der Schemensatz von Holland 2.3 modi�-ziert, indem die untere Schranke f�ur die erwartete Vertreteranzahl einesSchemas in der Folgepopulation verbessert wurde. Es ist nun m�oglich,diesen Erwartungswert exakt anzugeben.Weiterhin konnten analytische Betrachtungen zur Entwicklung der Po-pulation eines einfachen genetischen Algorithmus durchgef�uhrt werden. Sowurde mit der Hilfe des modi�zierten Schemensatzes bewiesen, dass dieerwartete Vertreteranzahl f�ur jedes Schema positiv ist. Sind die Schemenderart konstruiert, dass jedes Element Vertreter eines Schemas ist, welchesan jeder Position �xiert ist, so bedeutet diese Erkenntnis, dass jedes Ele-ment des Suchraumes erreichbar ist, also in der Folgepopulation auftretenkann.40



2.4. Modi�kation von Hollands SchemensatzWird der Erwartungswert f�ur die Vertreteranzahl eines Schemas alsFunktion von der relativen Fitness eines Schemas aufgefasst, so ist dieseFunktion streng monoton wachsend. Dieses Ergebnis wird in einem sp�ate-ren Kapitel genutzt.

41



2. Der Schemensatz von J. Holland
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3. ComputersimulationenEs werden in diesem Kapitel die Ergebnisse von numerischen Untersuchun-gen an Hollands Schemensatz (2.3) und dem modi�zierten Schemensatz(2.7) vorgestellt. So wird die Genauigkeit, mit der EH und ES die Vertre-teranzahl eines Schemas in der Folgepopulation vorhersagen untersucht.Damit erh�alt man einen Eindruck, wie sehr die Genauigkeit der Vorhersageerh�oht wird, wenn ES benutzt wird. Weiterhin wird die durchschnittlicheDi�erenz zwischen EH und ES betrachtet und die Auswirkungen der Wahlder Zielfunktion auf die Entwicklung des einfachen genetischen Algorith-mus beleuchtet. Zum Abschlu� wird die Mutationswahrscheinlichkeit f�urden einfachen genetischen Algorithmus optimiert.Um diese Untersuchungen zu erm�oglichen, wurde ein einfacher gene-tischer Algorithmus programmiert, welcher zusammen mit dieser Arbeiteingereicht wurde. Die wesentlichen Komponenten und Berechnungsvor-schriften des Programmes werden in Abschnitt 3.1 beschrieben.3.1. Das ProgrammIn diesem Abschnitt wird das, f�ur die Diplomarbeit programmierte Pro-gramm beschrieben, welches zur Erlangung numerischer Daten diente.Es wird dabei nur auf die Komponenten n�aher eingegangen, welche zumVerst�andnis des Programmablaufes notwendig und zum Erlangen der nu-merischen Daten von direkter Bedeutung sind.Zu Beginn wird der Ablauf des Programmes vorgestellt. Darauf folgteine detailliertere Beschreibung, wie die Auswahl der Individuen f�ur denKreuztausch erfolgt. Anschlie�end wird kurz beschrieben, wie die numeri-schen Werte berechnet und ausgewertet wurden.Ablauf des ComputerprogrammesDie Kreuztausch- und Mutationswahrscheinlichkeit (pc und pm) sowie diePopulationsgr�o�e (2n) und die Chromosomenl�ange (l) werden zu Beginndes Programmes mit Werten belegt.Das Programm startet mit der Initialisierung der Individuen der An-fangspopulation. Die Chromosomen der Individuen werden bei der Initia-lisierung derart erzeugt, dass jedes Gen, also jede Zeichenposition, miteiner Wahrscheinlichkeit von 50% mit "0\ oder mit "1\ belegt wird. Dannwerden die Chromosomen dekodiert, so dass die Individuen nicht nur ei-ne bin�are Darstellung besitzen, sondern auch den Punkt im Suchraum43



3. Computersimulationenzugewiesen bekommen, den sie mit ihren Chromosomen repr�asentieren.F�ur dieses Programm wurde eine Kodierung von ganzen Zahlen in bin�areZeichenketten gew�ahlt, bei der das erste Zeichen der bin�aren Zeichenket-te das Vorzeichen der Zahl kodiert und die restlichen Zeichen die bin�areDarstellung einer positiven ganzen Zahl sind. Eine "1\ als erstes Zeichenbedeutet dabei, dass die Zahl ein negatives Vorzeichen besitzt. Ist alsoa1a2 : : : al (ai 2 f0; 1g i = 1; : : : ; l) das Chromosom von x, so repr�asentiertx den Punkt y 2 A mity = (�1)a1 � l�2Xk=0 al�k2k:Das Abbruchkriterium des Programmes ist eine maximale Generatio-nenanzahl N . In einer Schleife werden folgende Schritte N -mal durchlau-fen, wobei das einmalige Durchlaufen der Schleife einer Generation ent-spricht.Zu Beginn werden die Zielfunktionswerte der Individuen berechnet.Anschlie�end wird jedem Individuum seine relative Fitness zugewiesen.Hierf�ur wird zuerst die Summe aller positiven Zielfunktionswerte errech-net. Die relative Fitness ft(x) f�ur ein Individuum x wird dann in Abh�angig-keit von dieser Summe und seinem Zielfunktionswert z(x) berechnet:ft(x) = 8>>><>>>: z(x)Py2Pt F (y) : f�ur z(x) > 0 und Py2Pt F (y) > 00 : f�ur z(x) � 0 und Py2Pt F (y) > 012n : sonstmit Xy2Pt F (y) := Xy2Ptz(y)>0 z(y):Es kann gezeigt werden, dass die Fitnessfunktion ft die in Satz 2.1 c)gestellte BedingungXx2Pt ft(x) = 1erf�ullt. Der Ausdruck F (x) kann als Fitnesswert des Individuums x be-trachtet werden, wird aber als solcher weder explizit berechnet noch be-n�otigt.Nach der Zuweisung der relativen Fitnesswerte werden n Paare vonIndividuen gebildet, auf die der 1-Punkt Kreuztausch angewendet wird.Dabei ist ft(x) die Wahrscheinlichkeit, dass das Individuum x als Partnerin einem Paar ausgew�ahlt wird. Eine genauere Beschreibung, wie dieseAuswahl und Paarbildung erfolgt, wird in dem n�achsten Unterabschnittgegeben.44



3.1. Das ProgrammF�ur jedes Paar wird dann mit der Kreuztauschwahrscheinlichkeit pcentschieden, ob der Kreuztausch auf dieses Paar angewendet wird. Wirder angewendet, so wird mit einer gleichm�a�ig verteilten Wahrscheinlich-keit eine Kreuzungsstelle zwischen 1 und (l � 1) ausgew�ahlt, an der dieChromosomen der Individuen des Paares gekreuzt werden. Die gekreuz-ten Chromosomen ersetzen dann die beiden Eltern-Chromosomen.Die Mutation wird auf die aus dem Kreuztausch resultierenden Indivi-duen angewendet, unabh�angig davon, ob sie gekreuzt wurden oder nicht.Bei diesen Individuen wird jedes Gen mit der Mutationswahrscheinlichkeitpm mutiert. Bei einer Mutation wird das entsprechende Allel an diesemGen negiert. Fand eine Mutation statt, so ersetzt das mutierte Chromosomdas urspr�ungliche Chromosom.Anschlie�end werden die gekreuzten und mutierten Chromosomen wie-der dekodiert, so dass jedem Chromosom der Punkt des Suchraumes zu-gewiesen wird, den es mit seinen ge�anderten Allelen repr�asentiert. Danachwerden die Individuen der urspr�unglichen Population durch die gekreuz-ten und mutierten Individuen ersetzt und der Generationenz�ahler um Einserh�oht. Ist der Generationenz�ahler kleiner als die maximale Generationen-anzahl N , so wird die Schleife von der Zielfunktionszuweisung bis zumErsetzen der Population und Erh�ohung des Generationenz�ahlers noch ein-mal durchlaufen. Das einmalige Abarbeiten des gesamten Programmeswird Simulation genannt.Die Auswahl der Individuen f�ur den KreuztauschNachdem jedem Individuum x der Population ein relativer Fitnesswertft(x) zugewiesen wurde, wird nun f�ur jedes Individuum eine Nachkom-menszahl b(x) berechnet:b(x) = b2nft(x)c 8x 2 Pt:Die Nachkommenszahl eines Individuums ist der ganzzahlige Anteil sei-ner relativen Fitness multipliziert mit der Populationsgr�o�e. Die relativeFitness von x wird aktualisiert auf ~ft(x):~ft(x) := 2nft(x)� b(x)2n :Der Wert von ~ft(x) entspricht dem Wert, um den 2nft(x) bei Berechnungder Nachkommenszahl abgerundet wird. Die Aktualiserung der relativenFitness auf ~ft(x) ist notwendig, damit die eventuelle Zuweisung von weite-ren Nachkommen, wenn Px2Pt b(x) 6= 2n eintritt, gerecht erfolgt. Das hei�t,dass die Zuordnung der Nachkommen entsprechend der relativen Fitnessder Individuen erfolgt.Wurde f�ur jedes Individuum eine Nachkommenszahl berechnet, so wirdeine Matrix, der Dimension 2�n generiert. In den einzelnen Matrixfeldernsollen die Nachkommen zu n Paaren angeordnet werden. F�ur jedes Indi-viduum x werden b(x) Nachkommen zuf�allig auf die Matrixfelder verteilt,45



3. Computersimulationenso dass jedem Nachkommen der Matrix maximal ein anderer Nachkommezugeordnet ist.Sind nicht alle Matrixfelder belegt, nachdem jedes Individuum entspre-chend seiner relativen Fitness Nachkommen erhalten hat und Letztere inder Matrix angeordnet worden, so werden die Individuen bez�uglich ihreraktualisierten Fitness ~ft sortiert. Sind m Felder im Matrixfeld unbelegt, sobekommen die besten m Individuen einen weiteren Nachkommen, welcherebenfalls zuf�allig in der Matrix angeordnet wird.Berechnung und Auswertung von EH(H; t) und ES(H; t)Um eine m�oglichst genaue Auswertung zu erhalten, werden die Berech-nungen f�ur m�oglichst viele Schemen durchgef�uhrt.Bezeichnung 3.1 Das Schema H? = (s1; : : : ; sl) 2 � ist das Schema mitsi = ? 8i = 1; : : : ; l:Bei einer Chromosomenl�ange von l gibt es 3l verschiedene Schemen. Diefolgenden Berechnungen werden f�ur alle Schemen bis auf H? durchgef�uhrt.Die Anzahl der betrachteten Schemen betr�agt also 3l � 1. Die SchemenH 2 �nH? werden nach der Initialisierung der Population erzeugt.Nachdem die relativen Fitnesswerte den Indivdiduen zugewiesen wur-den, werden die relativen Fitnesswerte der Schemen berechnet. Die relativeFitness ft(H) eines Schemas ist dabei die Summe der relativen Fitnesswer-te seiner Vertreter (siehe De�nition 2.13):ft(H) = Xx2Pt\H ft(x):Anschlie�end wird die Anzahl der Vertreter der einzelnen Schemen in derPopulation bestimmt und EH(H; t) und ES(H; t) errechnet.F�ur die Berechnung von EH(H; t) braucht dabei nur der AusdruckEH(H; t) = 2nft(H)�1� pc �(H)l � 1 �1� ft(H)�� (1� pm)o(H)ausgewertet werden.F�ur ES(H; t) = ECo1 +ECo2 +EMut sind jedoch mehrere Berechnungennotwendig. Zun�achst wird ECo1 berechnet:ECo1 = 2nft(H)�1� pc �(H)l � 1� (1� pm)o(H):Dann werden f�ur jedes k = h1; : : : ; h�(H) die Schemen Hk und Ĥk er-zeugt. Die relative Fitness der Schemen Hk und Ĥk wird ermittelt, so dassdie Summe�(H)Xk=1 f(Hk)f(Ĥk)46



3.1. Das Programmgebildet werden kann. Damit wirdECo2 = 2n pcl � 1 �(H)Xk=1 f(Hk)f(Ĥk)(1� pm)o(H)berechnet.F�ur EMut wird die Wahrscheinlichkeit berechnet, dass Schemen H 0 2�Hi, die sich an genau i Positionen von den �xierten Positionen von H un-terscheiden, nach dem Kreuztausch Vertreter in der Population besitzen.Es gibt genau �o(H)i � dieser Schemen. F�ur jedes Schema H 0 2 �Hi werdendie Terme ECo1(H 0; t) und ECo2(H 0; t) berechnet, so dassP (OK(Pt) \H 0 6= ;) = ECo1(H 0; t)2n + ECo2(H 0; t)2nangegeben werden kann. Damit wird EMut berechnet:EMut = 2n o(H)Xi=1 pim(1� pm)o(H)�i XH02 �Hi P (OK(Pt) \H 0 6= ;):Es folgt die Berechnung von ES(H; t):ES(H; t) = ECo1 +ECo2 +EMut:Nach der Mutation wird die tats�achliche Vertreteranzahl m(H; t + 1)f�ur alle H 2 �nH? bestimmt. F�ur jedes Schema H 2 �nH? wird gH :=gH�EH(H; t);m(H; t+1)� als Ma�, wie gut der Term EH(H; t) die tats�achli-che Vertreteranzahl eines Schemas m(H; t+ 1) angen�ahert hat, berechnet:gH := 8>>>>><>>>>>: 1 + EH(H;t)2n : m(H; t+ 1) = 01� m(H;t+1)2n : m(H; t+ 1) 6= 0 und EH(H; t) = 0EH(H;t)m(H;t+1) : m(H; t+ 1) 6= 0 und EH(H; t) 6= 0:Ebenso wird gS := gS�ES(H; t);m(H; t+1)� als Ma� f�ur die Approximationvon m(H; t+ 1) durch ES(H; t) berechnet:gS := 8>>>>><>>>>>: 1 + ES(H;t)2n : m(H; t+ 1) = 01� m(H;t+1)2n : m(H; t+ 1) 6= 0 und ES(H; t) = 0ES(H;t)m(H;t+1) : m(H; t+ 1) 6= 0 und ES(H; t) 6= 0:Es kann gezeigt werden, dass gH und gS mit steigender relativer Fitnesseines Schemas wachsen.Hilfssatz 3.1 Die Funktionen gH und gS sind monoton wachsend bez�uglichft(H). 47



3. ComputersimulationenBeweis a) Zun�achst wird gezeigt, dass gH monoton wachsend ist. DieFunktion gH(EH(H; t);m(H; t + 1)) ist de�niert durch:gH = 8>>>>><>>>>>: 1 + EH(H;t)2n : m(H; t+ 1) = 01� m(H;t+1)2n : m(H; t+ 1) 6= 0 und EH(H; t) = 0EH(H;t)m(H;t+1) : m(H; t+ 1) 6= 0 und EH(H; t) 6= 0:Es wird die Ableitung von gH(EH(H; t);m(H; t + 1)) nach ft(H) gebildet:@gH@ft(H) = @gH@EH(H; t) @EH(H; t)@ft(H) =8>><>>: 12n �@EH(H;t)@ft(H) � : m(H; t+ 1) = 00 : m(H; t+ 1) 6= 0 und EH(H; t) = 01m �@EH(H;t)@ft(H) � : m(H; t+ 1) 6= 0 und EH(H; t) 6= 0= 8<: > 0 : m(H; t+ 1) = 0 mit Hilfssatz 2.11= 0 : m(H; t+ 1) 6= 0 und EH(H; t) = 0> 0 : m(H; t+ 1) 6= 0 und EH(H; t) 6= 0 mit Hilfssatz 2.11) @gH@ft(H) � 0. Also ist gH monoton wachsend bez�uglich ft(H).b) Der Beweis, dass gS bez�uglich ft(H) monoton wachsend ist, erfolgt ent-sprechend der Vorgehensweise in a). Dabei wird EH durch ES ersetzt. 2Mit diesem Hilfssatz wurde bewiesen, dass die Vorhersagegenauigkeitvon EH und ES mit steigender relativen Fitness eines Schemas w�achst.Dies ist ein interessantes Ergebnis, da es bedeutet, dass, je �tter ein Sche-ma ist, desto besser seine zuk�unftige Vertreteranzahl durch EH und ESapproximiert wird.Mit gH (bzw. gS) k�onnen GH (bzw. GS) als ein Ma� f�ur die durch-schnittliche G�ute der Approximation von m(H; t+1) durch EH (bzw. ES)berechnet werden:GH = 13l � 1 XH2�nH? gHGS = 13l � 1 XH2�nH? gS :Abgesehen von gH und gS wird der Term v := v(gH ; gS ;m(H; t + 1))berechnet, welcher ein Ma� f�ur die verbesserte Approximation vonm(H; t+1) ist, die erreicht wird, wenn ES(H; t) anstelle von EH(H; t) verwendetwird. F�ur ein Schema H berechnet sich v folgenderma�en:v := 8<: gH � gS : f�ur m(H; t+ 1) = 0 oder gH > 12� (gH + gS) : f�ur gH < 1 und gS > 1gS � gH : f�ur gH < 1 und gS < 1: (3.1)
48



3.2. Allgemeine ErgebnisseDie durchschnittliche Verbesserung V der Approximationsg�ute kanndann wie folgt berechnet werden:V = 13l � 1 XH2�nH? v:Weiterhin wird die Anzahl der F�alle �uH (bzw. �uS) gez�ahlt, in denenEH(H; t) (bzw. ES(H; t)) den Wert m(H; t+ 1) �uberschreitet, wenn alsoEH(H; t) > m(H; t+ 1) �bzw. ES(H; t) > m(H; t+ 1)�eintritt. Mit �uH und �uS kann dann die durchschnittliche Anzahl der �Uber-schreitungen �UH und �US berechnet werden:�UH = �uH3l � 1 bzw. �US = �uS3l � 1 :3.2. Allgemeine ErgebnisseIn diesem Abschnitt werden die ersten numerischen Ergebnisse vorgestellt.Es wird die Optimierungsaufgabez(x) = sin(x) �! max mit x 2 Zbetrachtet. Abh�angig von dem interessierenden Ergebniss werden unter-schiedlich viele Simulationenmit variierenden N durchgef�uhrt. Wird nichtsanders lautendes erw�ahnt, so werden folgende Parameterbelegungen in denSimulationen verwendet:pc = 0:9pm = 0:01l = 52n = 10:Die Wahl der Werte f�ur pc und pm sind durch die Erfahrungswerteaus der Praxis und theoretischer Untersuchungen motiviert, welche pc � 1und pm � 0 empfehlen. F�ur repr�asentable Simulationsergebnisse sollenm�oglichst viele Schemen untersucht werden. Mit wachsender Chromoso-menl�ange steigt jedoch die Schemenanzahl derart, dass die Laufzeit derSimulationen erheblich verl�angert wird. In vorangegangenen Testsimu-lationen hat sich l = 5 als zeitlich akzeptabel pro�liert und bietet mit35 � 1 = 242 Schemen eine ausreichend gro�e Anzahl an Werten, um aus-sagekr�aftige Ergebnisse zu liefern.Die Laufzeit einer Simulation wird nicht nur durch eine gro�e Anzahlan Schemen verl�angert, sondern auch durch eine gro�e Anzahl an Indi-viduen. Je mehr Individuen, desto gr�o�er die Anzahl an Berechnungen.Jedoch erh�oht eine geringe Anzahl an Individuen die Wahrscheinlichkeit,das der genetische Algorithmus in einem Submaximum "h�angen\ bleibt.49



3. ComputersimulationenGH GS V �UH �US94.29% 96.60% 0.56% 7.23 206.39Tabelle 3.1.: Durchschnittswerte f�ur GH , GS, V , �UH und �US aus 20 Simulationmit N = 500. Das Optimum wurde in 7 Simulationen gefunden.M�ochte man mit einer Wahrscheinlichkeit von 99%, dass bei der Initia-lisierung der Populations jedes Allel an jedem Gen vertreten ist, um ein"H�angenbleiben\ zu vermeiden, dann muss nach einer in [20] gegebenenFormel2n � 6:21 also n > 4gew�ahlt werden. Um die Gefahr des "H�angenbleibens\ noch weiter zu ver-ringern wird n = 5 gew�ahlt.Durchschnittliche Approximationsg�ute von EH und ESUm erste Werte f�ur GH , GS, V , �UH und �US zu erhalten, wurden 20 Simu-lationen mit jeweils 500 Generationen durchgef�uhrt. Die Ergebnisse sindin Tabelle 3.1 aufgelistet.Der Schemensatz 2.3 liefert auch ohne die vollst�andige Betrachtung al-ler Szenarien, in denen ein Schema in der Folgepopulation Vertreter besitzteine sehr gute Ann�aherung an m(H; t+1). Die durchschnittliche Approxi-mationsg�ute von ES(H; t) liegt jedoch mehr als 2% �uber der von EH(H; t)und die tats�achliche Verbesserung der Approximation V betr�agt 0.56%.Zu beachten ist weiterhin, dass ES(H; t) durchschnittlich in 206.39 von242 F�allen �uber dem Wert m(H; t+ 1) liegt.Korrelation zwischen EH (bzw. ES) und m(H; t+ 1)Zwischen EH und m(H; t + 1) bzw. zwischen ES und m(H; t + 1) sollteein linearer Zusammenhang erkennbar sein. Je h�oher die Voraussage derVertreteranzahl eines Schemas, desto h�oher sollte die tats�achlich eingetre-tene Vertreteranzahl sein. Es wurden Daten aus einer Simulation mit 10Generationen extrahiert und Werte f�ur die Regressionsgeraden rH und rSrH : y1 = a1x1 + b1rS : y2 = a2x2 + b2berechnet. Die Regressionsgeraden sollen die lineare Abh�angigkeit vonm(H; t+ 1) von EH bzw. ES beschreiben. Tabelle 3.2 fasst die Ergebnisseund Berechnungen zusammen.Die Werte der Korrelationskoe�zienten �1 = 0:98 und �2 = 0:99 best�ati-gen, dass m(H; t+1) als linear abh�angig von EH(H; t) und als linear ab�angigvon ES(H; t) betrachtet werden kann. Es besteht also tats�achlich ein linea-rer Zusammenhang zwischen m(H; t + 1) und EH bzw. ES. Je gr�o�er EHund ES, desto gr�o�er wird der Wert von m(H; t+ 1) sein.50



3.2. Allgemeine Ergebnisse

Summen Anzahl Durchschnittder Wer-te, die indie Sum-SHk = SSk = men ein-m(H; t+ 1) PH:m(H;t+1)=kEH PH:m(H;t+1)=kES gehen SHkAk = SSkAk == k Ak EH(H; t) ES(H; t)0 22.02 209.88 1530 0.014 0.1371 56.21 188.98 293 0.192 0.6452 148.33 304.09 218 0.680 1.3953 119.09 213.09 72 1.654 2.964 139.90 200.53 44 3.18 4.5575 119.12 144.03 23 5.179 6.2626 285.28 422.71 72 3.962 5.8717 169.09 210.03 30 5.636 7.0018 320.98 352.71 45 7.133 7.8389 564.67 608.42 68 8.304 8.94710 245.52 245.53 25 9.821 9.821Berechnung der Regressionsgeraden rH und rS:i yi = aixi + bi ai bi �i �2i1 rH 0.96 0.99 0.98 0.962 rS 0.97 0.09 0.99 0.98Tabelle 3.2.: Korrelation zwischen m(H; t + 1) und EH(H; t) (bzw. ES(H; t)).Es wurde eine Simulation mit N = 10 durchgef�uhrt.
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3. Computersimulationen
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Abbildung 3.1.: Die Di�erenz ES(H; t)�EH(H; t) in Abh�angigkeit von der Fit-ness eines Schemas. Es wurde eine Simulation mit N = 200durchgef�uhrt. Die Schemen sind in 20 Fitnessklassen eingeteilt.Di�erenz ES � EHWeiterhin ist es interessant zu untersuchen, ob die durchschnittliche ab-solute Di�erenz (ES(H; t) � EH(H; t)) m�oglicherweise von der Fitness desSchemas H abh�angig ist, z. B. in der Art, dass die Di�erenz mit stei-gender Fitness w�achst. W�are dies der Fall, so w�urde es darauf hindeu-ten, dass ES(H; t) mit einer gr�o�eren Rate monoton w�achst als EH(H; t).Um dies numerisch zu untersuchen, wurden die Schemen in 20 KlassenKi (i = 1; : : : ; 20) bez�uglich ihrer relativen Fitness eingeteilt:H 2 Ki , ft(H) 2 � i� 120 ; i20� i = 1; : : : ; 20 8H 2 �nH?:Eine Simulation mit 200 Generationen wurde durchgef�uhrt. Die Ergeb-nisse sind in Abbildung 3.1 dargestellt. Die Abbildung zeigt die verbun-denen Werte der Di�erenz (EH(H; t)� ES(H; t)) in Abh�angigkeit von denFitnessklassen. Sie zeigt, dass die Di�erenz bez�uglich ft(H) nicht mono-ton ist. Das bedeutet, dass der Abstand zwischen EH und ES nicht mitsteigender relativer Fitness eines Schemas w�achst.Ein
uss der einzelnen Terme ECo1, ECo2 und EMut auf ESIn diesem Unterabschnitt soll numerisch untersucht werden, welchen Ein-
uss die Terme ECo1 , ECo2 und EMut auf ES besitzen. Es wird dabei derprozentuale Anteil dieser Terme an dem Wert von ES betrachtet. Aus denErgebnissen k�onnen R�uckschl�usse gezogen werden, wie wahrscheinlich die52



3.3. Nutzung von verschiedenen ZielfunktionenAngaben in [%] ECo1 ECo2 EMutDurchschnittlicher Anteil an ES 8.2 11.3 80.5Durchschnittlicher Anteil an ES , wennECo1 +ECo2 > 0 41.6 55.6 2.8Tabelle 3.3.: Durchschnittliche Werte f�ur den Anteil von ECo1 , ECo2 und EMutan ES . Es wurden 20 Simulationen mit N = 500 durchgef�uhrt.in Abschnitt 2.4.1 untersuchten Szenarien sind. Das hei�t, es w�are erkenn-bar, wie wahrscheinlich es ist, dass ein Vertreter von H aus dem Kreuz-tausch zweier Vertreter der Teilschemen Hk und Ĥk resultiert (ECo2) undwie wahrscheinlich es ist, dass ein Vertreter von H aus dem Kreuztauschmit mindestens einem Vertreter von H resultiert (ECo1). Aus dem prozen-tualem Anteil von EMut ist dann ersichtlich, wie h�au�g ein Vertreter vonH durch die Mutation in die Population gelangt. Um dies zu untersuchen,werden 20 Simulationen durchgef�uhrt. Die Ergebnisse sind in Tabelle 3.3aufgelistet.Auf Grund der meist klein gew�ahlten Mutationswahrscheinlichkeit istes sehr unwahrscheinlich, dass ein Element, welches kein Vertreter von Hist, zu einem Vertreter von H mutiert wird. Daher sch�atzt man den An-teil von EMut als sehr gering ein. Deshalb ist es verwunderlich, dass derdurchschnittliche prozentuale Anteil von EMut mit 80.5% sehr gro� ist. Umdieses Ph�anomenen zu erkl�aren, erfolgt ein Vorgri� auf Simulationen, diezu einem sp�ateren Zeitpunkt in der Arbeit erw�ahnt werden (Tabelle 3.6).Anhand der Ergebnisse dieser Simulationen ist bekannt, dass die Anzahlder Schemen, die keine Vertreter in der Population Pt besitzen, sehr hochist. Besitzt ein Schema keine Vertreter in der Population Pt, so ist seine re-lative Fitness ft(H) notwendigerweise gleich Null. Nach dem Hilfssatz 2.9muss dann aber EMut > 0 gelten. Der Term ECo1 wird ebenfalls Null. �Uberden Wert von ECo2(H; t), wenn ft(H; t) = 0 gilt ist nichts bekannt. Somitsetzt sich ES nur additiv aus ECo2 und EMut zusammen, was wiederum denprozentualen Anteil von beiden gegen�uber ECo2 erh�oht. Dadurch ist dergro�e durchschnittliche Anteil von EMut an ES von �uber 80% erkl�arbar.Zum Vergleich wurden die Simulationen nochmals durchgef�uhrt, wobeidie prozentualen Anteile von ECo1 , ECo2 und EMut nur gemessen wurden,wenn ECo1 +ECo2 > 0 galt. Die Ergebnisse sind ebenfalls in Tabelle 3.3 zusehen. Sie best�atigen, dass der Anteil von EMut an ES, wie vermutet, sehrgering ist. Weiterhin ist ersichtlich, dass f�ur ein Schema mit positiver rela-tiver Fitness es am wahrscheinlichsten ist, durch den KreuztauschoperatorVertreter in der Population zu erhalten.3.3. Nutzung von verschiedenen ZielfunktionenIn diesem Abschnitt wird der Ein
uss, den die Wahl der Zielfunktionauf EH(H; t) und ES(H; t) hat, untersucht. Im Allgemeinen hat der An-53



3. Computersimulationenwender von genetischen Algorithmen keine Wahlm�oglichkeit, sondern dieZielfunktion ist ihm gegeben. Die Leistung eines genetischen Algorithmuswird wesentlich dadurch bestimmt, wie gut die Kodierung der Elementedes Suchraumes auf die Zielfunktion abgestimmt ist. Die Kodierung soll-te in irgendeiner Art den Charakter der Zielfunktion widerspiegeln. Istdie Zielfunktion monoton, so sollte eine wachsende Anzahl von Nullen inden Chromosomen mit einem wachsenden oder fallenden Zielfunktions-wert korrespondieren. Sind die Zielfunktionswerte zuf�allig gew�ahlt, g�abees zwischen der in dieser Arbeit verwendeten Kodierung und der Zielfunk-tion keinen Zusammenhang und der genetische Algorithmus w�urde einerzuf�alligen Suche entsprechen. Dies ist dadurch begr�undet, dass die Kom-bination zweier �tter Individuen nicht notwendig ein mindestens genauso�ttes Individuum erzeugt. Mit diesem Abschnitt soll gezeigt werden, wieausschlaggebend das Zusammenspiel zwischen Zielfunktion und Kodierungauf die Leistung eines genetischen Algorithmus ist.Es werden zwei verschiedene Zielfunktionen betrachtet, die mehr oderweniger mit der vorliegenden Kodierung korrespondieren. Zum einen dieZielfunktion z1(x) = sin(x) und zum anderen wurde die K�onigswegfunkti-on1 z2(x) betrachtet. Die K�onigswegfunktion arbeitet mit einer Menge vonSchemen�S1; S2; : : : ; Sm	 mit Si 2 �nH? 8i 2 f1; : : : ;mgund ist folgenderma�en de�niert:z2(x) = mXi=1 !i�i(x) mit �i(x) = � 1 : x 2 Si0 : sonst .Die !i (i = 1; : : : ;m) sind nichtnegative Gewichte. Gilt f�ur alle Gewichte!i = 1, so ist der Zielfunktionswert z2(x) die Anzahl der Schemen, f�ur diex Vertreter ist.Das Optimum von z1(x) ist das Individuum xopt = �11 mit dem Chro-mosom (1; 1; 0; 1; 1). Die Wahl der Schemen und Gewichte f�ur die K�onig-wegsfunktion z2(x) wurde derart getro�en, dass xopt = �11 auch das Opti-mum von z2(x) ist. Die Menge der Schemen und die zugeh�origen Gewichtesind in der folgenden Tabelle aufgelistet.i Schema Si Gewicht !i1 (1; ?; ?; ?; ?) 12 (?; 1; ?; ?; ?) 13 (?; ?; 0; ?; ?) 14 (?; ?; ?; 1; ?) 15 (?; ?; ?; ?; 1) 11aus dem Englischen: "Royalroad function\54



3.3. Nutzung von verschiedenen Zielfunktionenz1(x) z2(x)Anzahl der Simulationen, in denen das Opti-mum gefunden wurde 39 100Anzahl der Simulationen, in denen das Opti-mum in der Anfangspopulation P0 enthaltenwar 24 26Durchschnittliche Anzahl von Generationen,die ben�otigt wurden das Optimum zu �nden,wenn es �uberhaupt gefunden wurde und da-bei nicht in P0 vorhanden war 87.9333 5.0541
Tabelle 3.4.: Ergebnisse aus 100 Simulationen mit Nmax = 500 zum Vergleichvon z1(x) und z2(x) bzgl. der ben�otigten Generationsanzahl zumerstmaligen Auftretens des Optimums.Anzahl der Generationen, die zum Finden des Optimums ben�otigtwerdenZu Beginn ist es interessant zu untersuchen, ob die Zielfunktion einenEin
uss auf die Anzahl der Generationen hat, die ben�otigt werden, umdas Optimum zu �nden. Das Optimum gilt als gefunden, wenn wenigstensein Individuum der Population das Optimum repr�asentiert. Dabei z�ahltnur das erstmalige Auftreten des Optimums in der Population, es bleibtau�er Acht, ob es in der Population �uber mehrere Generationen bleibt.Da jedes Schema, welches der K�onigswegfunktion �ubergeben wurde, dasOptimum xopt als Vertreter besitzt, wird vermutlich bei der K�onigsweg-funktion das Optimum schneller gefunden werden, als bei der Zielfunktionz1(x). Dies liegt darin begr�undet, dass die K�onigswegfunktion einen Wegzum Optimum bereit legt, da nur diejenigen Individuen einen positivenFitnesswert zugewiesen bekommen, die mit wenigstens einem Allel mitdem Allel am betre�enden Gen des Optimums �ubereinstimmen. Die Ver-mutung, dass das Optimum bei einem genetischen Algorithmus mit z2(x)als Zielfunktion schneller gefunden wird, als bei der Nutzung von z1(x)als Zielfunktion soll untersucht werden. Daf�ur wurden jeweils 100 Simula-tionen pro Zielfunktion durchgef�uhrt. Die Ergebnisse sind in Tabelle 3.4zusammengefasst.Die Simulationsergebnisse scheinen die Vermutung zu best�atigen. Eingenetischer Algorithmus mit der K�onigswegfunktion z2(x) als Zielfunkti-on �ndet das Optimum schneller als ein genetischer Algorithmus mit z1(x)als Zielfunktion. Das liegt daran, dass ein Algorithmus mit z1(x) das Opti-mum aus der Menge der Elemente mit hohen Fitnesswerten heraus�nden,beim Kreuztausch zusammenf�ugen oder entdecken muss. Dies geschiehtnur mit der Hilfe der Fitnesswerte der Individuen, der zuf�allig gew�ahltenKreuzungstelle und mit dem zuf�alligen Statt�nden einer Mutation. Bei55



3. Computersimulationen GH GS V �UH �USz1(x) 94.38% 96.34% 0.54% 7.19 207z2(x) 76.32% 94.53% 8.02% 21.56 165.26Tabelle 3.5.: Simulationsergebnisse zum Vergleich von z1(x) und z2(x) bez�uglichder Genauigkeit von EH und ES . Es wurde pro Zielfunktion eineSimulation mit N = 100 durchgef�uhrt.einem genetischen Algorithmus, welcher jedoch z2(x) verwendet, besitztjedes Individuum mit positiven Fitnesswert wenigstens ein Allel des Opti-mums am richtigen Gen im Chromosom. Werden zwei Individuen mit po-sitiven Fitnesswerten beim Kreuztausch gekreuzt, so entstehen Individu-en, wovon wenigstens einer mindestens den Fitnesswert des schlechtestenElternteils besitzt. Eine gleichzeitige Verschlechterung der Fitnesswertebeider gekreuzten Nachkommen ist dadurch, im Gegensatz zu Simulatio-nen mit der Zielfunktion z1(x), nicht m�oglich. Wird z2(x) als Zielfunktionverwendet, so ist es auch m�oglich, dass das Optimum nicht erreicht wird.Dies kann geschehen, wenn pm = 0 gesetzt wird und alle Individuen aneinem bestimmten Gen das gleiche Allel besitzen, welches nicht mit demAllel am betre�enden Gen des Optimums �ubereinstimmt.Die Simulationsergebnisse verdeutlichen die Notwendigkeit einer gutenZusammenarbeit zwischen Zielfunktion und Kodierung. Mit der Zielfunk-tion z1 wurde bei der verwendeten Kodierung nur in 15% der Simulationendas Optimum gefunden und dann erst in der 88. Generation. Im Vergleichzu z2 ist das ein entt�auschendes Ergebnis. Die K�onigswegfunktion z2 kanndurch ihre De�nition sehr genau an die zu Grunde liegende Kodierungangepasst werden. Dies erkl�art die guten Simulationsergebnisse mit z2.Ein
uss auf GH und GSDa in Simulationen, in denen die K�onigswegfunktion z2(x) als Zielfunktionbenutzt wird, das Optimum �ofter und erheblich schneller gefunden wird,liegt es nahe zu vermuten, dass Vertreter des Optimums die Populationzu einem fr�uheren Zeitpunkt dominieren, als bei der Nutzung von z1(x).Das ist dadurch begr�undet, dass in den Simulationen mit der letzterenZielfunktion das Optimum erst sehr sp�at oder gar nicht gefunden wird(Tabelle 3.4). Man kann also vermuten, dass in genetischen Algorithmenmit z2(x) mehr Vertreter von Schemen mit hohen durchschnittlichen Fit-nesswerten vorhanden sind, als in Simulationen, in denen z1(x) verwendetwird.Nach dem Hilfssatz 3.1 sind gH und gS monoton wachsend bez�uglichder relativen Fitness eines Schemas. Dadurch sind vermutlich auf Grundder gr�o�eren Anzahl an sehr �tten Schemen die Werte von GH und GS beider Verwendung von z2(x) im Vergleich mit z1(x) h�oher. Um diese Vermu-tung zu best�atigen, wurde pro Zielfunktion eine Simulation mit jeweils 100Generationen durchgef�uhrt. Die Ergebnisse sind in Tabelle 3.5 aufgelistet.56



3.3. Nutzung von verschiedenen Zielfunktionenz1(x) z2(x)K1 K2 K3 K1 K2 K3Anzahl von Schemen inden einzelnen Klassen 211.08 0.19 30.73 206.76 24.96 10.28davon mit Vertretern inder Population 22.54 0.19 30.73 84.62 24.96 10.28GH in [%] pro Klasse 82.02 0.06 12.3 65.69 6.81 3.81GS in [%] pro Klasse 83.08 0.08 13.18 78.47 11.52 4.54Durchschnittswerte vonGH in [%] pro Klasse 94 75 97 77 66 90Durchschnittswerte vonGS in [%] pro Klasse 95 105 104 92 112 107�UH pro Klasse 0.69 0.03 6.47 15.69 2.5 3.37�US pro Klasse 189.9 0.1 17.09 142.15 15.09 8.02Tabelle 3.6.: Simulationsergebnisse zum Vergleich von z1(x) und z2(x) bzgl. derGenauigkeit von EH undES , wobei die Schemen in die Fitnessklas-sen K1, K2 und K3 eingeteilt sind. N = 100Entgegen der Vermutung sind die Werte von GH und GS bei der Nut-zung der K�onigswegfunktion z2(x) geringer. Dabei erweist sich ES stabilerals EH gegen�uber z2(x), da GS nur um 1.81%, GH aber um 18.06% sinkt.Die Verbesserung V der Approximationsg�ute, die erreicht wird, wenn ESanstelle von EH verwendet wird, steigt bei der Nutzung von z2(x) von0.54% auf 8.02%.Um einen Hinweis auf den Grund der unerwartet geringen Werte vonGH und GS bei der Verwendung der K�onigswegfunktion zu erhalten, wer-den die beiden Simulationen noch einmal durchgef�uhrt und dabei die Sche-men in drei Fitnessklassen (K1, K2 und K3) eingeteilt:H 2 K1 , ft(H) < 13H 2 K2 , 13 � ft(H) < 23 8H 2 �nH?:H 2 K3 , ft(H) � 23 :Nun kann man die Anzahl der Schemen in jeder Klasse und den Beitragjeder Klasse zu GH und GS aufschl�usseln. Die Ergebnisse der Simulationensind in Tabelle 3.6 zusammengefasst.�Uberraschenderweise ist die Anzahl an Schemen mit hoher Fitness inder Simulation mit der Zielfunktion z1(x) dreimal so hoch, als in der Simu-lation mit z2(x). Damit war die Vermutung zu Beginn des Unterabschnittesfalsch, welche beinhaltete, dass die Anzahl an sehr �tten Schemen bei ge-netischen Algorithmen mit der K�onigswegfunktion h�oher sein m�usste, alsbei Algorithmen mit z1(x). Doch dadurch, dass die Mehrzahl an Schemenin Algorithmen mit z2(x) eine geringe bis mittlere Fitness besitzen, sinddie gesunkenen Werte von GH und GS erkl�arbar. Denn je kleiner die Fit-ness eines Schemas H, desto kleiner sind gH und gS (siehe Hilfssatz 3.1)und somit auch GH und GS. 57



3. ComputersimulationenEin
uss auf VEs wurde festgestellt, dass der Wert f�ur V bei Benutzung von z2(x) an-stelle von z1(x) von 0.54% auf 8.02% steigt (Tabelle 3.5). In diesem Un-terabschnitt soll ein Erkl�arungsversuch f�ur dieses �uberraschende Ergebnisgegeben werden.Aus den Daten von Tabelle 3.6 ist ersichtlich, dass die durchschnittlicheAnzahl der �Uberschreitungen �UH , also die Anzahl der F�alle in denen EHgr�o�er als die tats�achlich eingetretene Anzahl von Vertretern eines Sche-mas H in der Population war, beim �Ubergang von z1(x) zu z2(x) steigt. DerWert f�ur �US sinkt jedoch stark. Jede �Uberschreitung (gH > 1 oder gS > 1)geht negativ in den Term f�ur v ein (3.1). Wird z2(x) als Zielfunktion ver-wendet, geht also, wegen dem gesunkenen Wert f�ur �US, ein bestimmterBetrag nicht mehr negativ in den Wert f�ur v und somit in den Wert f�ur Vein. Dies k�onnte ein Grund f�ur den gr�o�eren Wert f�ur V bei der Benutzungvon z2(x) anstelle von z1(x) sein.O�ene FragenDie Simulationsergebnisse in Tabelle 3.5 und Tabelle 3.6 werfen eine Reiheweiterer interessanter Fragen auf, die in der hier vorliegenden Arbeit ent-weder nicht untersucht oder keine Hinweise auf deren Antworten gefundenwerden konnten. Einige dieser Fragen sind im Folgenden aufgelistet:� Warum sinkt GH st�arker als GS bei der Verwendung von z2(x)?� Warum sinkt bei der Verwendung von z2(x) der Wert f�ur �US in K1und K2 so stark, und warum steigt �UH in K1 und K2?� Warum ist die Anzahl von Schemen mit geringer bis mittlerer Fitnessso gro�, wenn z2(x) verwendet wird?� Warum ist die Gesamtanzahl an Schemen, die bei der Zielfunktionz2(x) in der Population vorhanden sind, gegen�uber der Simulationmit z1(x) mehr als doppelt so gro�?� Wie gro� ist die Di�erenz zwischen EH und ECo1 + ECo2? Darausk�onnte eine Vorstellung gewonnen werden, wie oft ein Vertreter einesSchemas durch die Kreuzung zweier Individuen, die Vertreter vonHknH oder ĤknH sind, entsteht.3.4. Optimierung der MutationswahrscheinlichkeitDer einfache genetische Algorithmus besitzt die Kontrollparameter Kreuz-tausch- und Mutationswahrscheinlichkeit, welche einen gro�en Ein
uss aufdie Folge der Populationen, und somit auf das Finden der Optimall�osung,besitzen.Dieser Abschnitt wird sich mit der optimalenWahl der Mutationswahr-scheinlichkeit pm in einem einfachen genetischen Algorithmus besch�aftigen.58



3.4. Optimierung der MutationswahrscheinlichkeitZun�achst wird das Optimierungsproblem formuliert und ein L�osungsan-satz vorgestellt. Anschlie�end wird die Optimierung f�ur einen Spezialfalldurchgef�uhrt.Die Mutationswahrscheinlichkeit hat Ein
uss auf die Geschwindigkeit,damit ist die ben�otigte Anzahl an Generationen gemeint, mit der das Opti-mum gefunden wird und auf die Rate, mit der sich die Anzahl der Vertretereines Schemas mit hoher Fitness vergr�o�ert. Ist die Mutationswahrschein-lichkeit sehr gro� gew�ahlt, so werden sich die Individuen der Populationauf Grund der hohen Zahl von Mutationen untereinander mehr unterschei-den, als bei einer kleiner Mutationswahrscheinlichkeit. Durch die erh�ohteHeterogenit�at der Population kann das Optimum schneller gefunden wer-den. Jedoch ist es auch wahrscheinlicher, dass aus der Mutationtion einesVertreters des optimalen Schemas nur Elemente resultieren, die nicht Ver-treter des optimalen Schemas sind. Mit "optimalen Schema\ ist dabeiFolgendes gemeint:Bezeichnung 3.2 Das optimale Schema Hopt ist das Schema, welches alseinzigen Vertreter das Optimum des zu Grunde liegenden Problems besitzt.Einige Auswirkungen der Mutationswahrscheinlichkeit sind im Folgen-den aufgelistet. Sie besitzt Ein
uss auf:� die Geschwindigkeit, mit der die Anzahl der Individuen mit hoherFitness in der Population w�achst.� die Geschwindigkeit, mit der das Optimum gefunden wird.� die Wahrscheinlichkeit, mit der das gefundene Optimum in der Po-pulation bleibt.Diese Merkmale werden als Funktionen von pm formuliert:f1 : R[0; 1] �! R=̂ Anzahl der zu erwartenden Vertreter eines guten Sche-mas in der Folgepopulation, beschrieben durch EH(H; t)oder ES(H; t).f2 : R[0; 1] �! N=̂ Anzahl der Generationen, die der einfache genetischeAlgorithmus ben�otigt, um das Optimum zu �nden.f3 : R[0; 1] �! R[0; 1]=̂ Wahrscheinlichkeit, mit der das gefundene Optimumw�ahrend der Simulation in der Population bleibt.
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3. ComputersimulationenDabei sollen f1 und f3 maximiert und f2 minimiert werden, da dieVertreteranzahl von Schemen mit hohen Fitnesswerten in der Populationm�oglichst schnell steigen und die Wahrscheinlichkeit, dass das gefundeneOptimum in Population bleibt m�oglichst gro� sein soll. Die Anzahl an Ge-nerationen bis zum erstmaligen Auftreten des Optimums in der Populationsollte dagegen m�oglichst gering sein.Der Schemensatz 2.3 kann f�ur die Optimierung der Mutationswahr-scheinlichkeit des einfachen genetischen Algorithmus verwendet werden.Es ist zu vermuten, dass eine qualitativ bessere L�osung bei der Opti-mierung erreicht wird, wenn der modi�zierte Schemensatz 2.7 verwendetwird, da dieser die Vertreteranzahl eines Schemas in der Folgepopulationgenauer vorhersagt.Zu Beginn des Abschnittes wurde vermutet, dass f2 und f3 monotonfallend sind, dass also das Optimum mit steigender Mutationswahrschein-lichkeit zwar schneller gefunden wird, jedoch weniger wahrscheinlich inder Population bleibt. Um diese Vermutung zu best�atigen und zus�atzli-che Hinweise auf den Verlauf von f2 und f3 und auf weitere Auswirkun-gen der Mutationswahrscheinlichkeit zu erhalten, werden f�ur verschiedeneMutationswahrscheinlichkeiten jeweils 10 Simulationen durchgef�uhrt. DieErgebnisse sind in Abbildung 3.2 dargestellt.Es ist erkennbar, dass f2 und f3 tats�achlich f�ur gr�o�ere Werte von pmsinken. Wird f2 mit (�1) multipliziert, so erh�alt man das Vektormaximie-rungsproblem24 f1(pm)�f2(pm)f3(pm) 35 �! max f�ur pm 2 [0; 1]: (3.2)Die Zahlenbereiche der Wertevorr�ate von f1, f2 und f3 sind nicht iden-tisch. Weiterhin muss angenommen werden, dass die Funktionen im All-gemeinen nichtlinear sind.Eine Optimall�osung von (3.2) kann mit den folgenden Schritten be-rechnet werden:1. Approximation von f2 und f3 durch geeignete Kurven.2. L�osen des Vektormaximierungsproblems (3.2) zum Beispiel durch dieMethode der schrittweisen Konzessionen [8] oder die Methode der �-Beschr�ankungen [10].In dieser Arbeit wird die Methode der schrittweisen Konzessionen ver-wendet und soll daher hier beschrieben werden. F�ur die Vektormaximie-rungsaufgabe �uber den zul�assigen Bereich Bfi(x) �! maxx 2 B i = 1; : : : ;mwird f�ur die Methode der schrittweisen Konzessionen eine Rangfolge(fi1 ; : : : ; fim)60



3.4. Optimierung der Mutationswahrscheinlichkeit

Abbildung 3.2.: Ergebnisse aus jeweils 10 Simulationen f�urpm = 0:0; 0:025; 0:05; 0:075; 0:1; 0:125; 0:15; 0:175 und 0:2.der Funktionen fi gebildet. Dann wird die erste Funktion fi1 der Rangfolgemaximiert und der zul�assige Bereich B verkleinert. Der Maximalwert vonfi1 wird mit fmaxi1 bezeichnet. Der zul�assige Bereich wird beschr�ankt, indemmit einem geeigneten �i1 eine untere Schranke �i1fmaxi1 f�ur den Funktions-wert f?i1(xopt) der Optimall�osung xopt bestimmt wird, die nicht unterschrit-ten werden darf. Anschlie�end wird die n�achste Funktion fi2 der Rangfolge�uber den eingeschr�ankten zul�assigen Bereich maximiert und der Funkti-onswert f?i2 durch �i2fmaxi2 nach unten beschr�ankt. Dieses Verfahren wirdbis zur Maximierung von fim fortgef�uhrt.Im Folgenden soll die Optimierung der Mutationswahrscheinlichkeitbeim einfachen genetischen Algorithmus durchgef�uhrt werden. Dabei wird(3.2) mit f1 = EH(Hopt; t) optimiert und eine weitere Optimierungsaufgabekonstruiert, indem f1 in (3.2) durch f 01 = ES(Hopt; t) ersetzt wird: 61



3. Computersimulationen24 f 01(pm)�f2(pm)f3(pm) 35 �! max f�ur pm 2 [0; 1]: (3.3)Anschlie�end wird mit einigen Simulationen �uberpr�uft, ob f 01 = ES(H; t)tats�achlich eine qualitativ bessere L�osung als f1 = EH(H; t) erm�oglicht.Bei der Optimierung von (3.2) und (3.3) wird nur das optimale Sche-ma Hopt betrachtet, also f1 auf f1 = EH(Hopt; t) und f 01 auf f 01 = ES(Hopt; t)beschr�ankt. Diese Beschr�ankung ist f�ur die Aufwandsbegrenzung notwen-dig, da die Maximierung von f1 und f 01 f�ur alle Schemen zu umfangreichist. Das Schema Hopt wird als Repr�asentant f�ur Schemen mit hohen Fit-nesswerten gew�ahlt. Da Hopt nur einen einzigen Vertreter besitzt, ist dieL�ange und Ordnung von Hopt bestimmt:o(Hopt) = l�(Hopt) = l � 1:Besitzt das optimale Schema erstmalig Vertreter in der Population Pt,so handelt es sich meist nur um einen Vertreter, also m(Hopt; t) = 1. Da au-�erdem Ft(Hopt) � �Ft gilt, erh�alt man eine untere Schranke f�ur die relativeFitness von Hopt:2nft(Hopt) = m(Hopt; t)Ft(Hopt)�Ft � 1 mit (2.4)) ft(Hopt) � 12n = 0:1F�ur die Untersuchungen wird ft(Hopt) = 0:1 gesetzt. Zu der vollst�andi-gen Berechnung von ES f�ur ein konkretes pm werden weiterhin Werte f�urfsum := �(H)Xk=1 ft(Hoptk)ft(Ĥoptk)und f imut := P �H 0 \OK(Pt) 6= ;� 8H 0 2 Hopti 8i = 1; : : : ; o(Hopt)ben�otigt. Diese m�ussen aus Messungen gewonnen werden. Messwerte f�urfsum und f imut (i = 1; : : : ; 5) sind in Tabelle 3.7 zu �nden. In diesen Un-tersuchungen werden, wie bereits erw�ahnt, die Werte f�ur m(Hopt; t) = 1verwendet.Die Funktionswerte von f1(pm) und f 01(pm) k�onnen nun berechnet wer-den. Abbildung 3.3 zeigt die Graphen der Funktionen f1(pm) = EH(pm)und f 01(pm) = ES(pm) mitEH(pm) = 0:19 � 0:945pm + 1:9p2m � 1:9p3m + 0:95p4m � 0:19p5mES(pm) = 4:671 � 20:030pm + 34:661p2m � 30:197p3m + 13:179p4m � 2:284p5m:62



3.4. Optimierung der Mutationswahrscheinlichkeitm(Hopt; t) fsum f1mut f2mut f3mut f4mut f5mut1 2.032 0.333 0.125 0.032 0.0003 02 2.921 0.150 0.103 0.013 0.00005 03 3.116 0.172 0.041 0.006 0.00003 04 3.458 0.081 0.045 0.007 0.00001 05 3.644 0.064 0.02 0.004 0.000006 06 3.712 0.056 0.013 0.003 0.0000001 07 3.892 0.018 0.008 0.0002 0 08 3.936 0.015 0.001 0.00002 0 09 3.949 0.008 0.004 0 0 010 4 0 0 0 0 0Tabelle 3.7.: Messwerte f�ur fsum und f imut i = 1; : : : ; 5 aus jeweils 20 Simulationpro m(Hopt; t) mit N = 1. m(Hopt; t) = 1; 2; : : : ; 10
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Abbildung 3.3.: Graph der Funktionen EH(pm) und ES(pm).Als Approximation f�ur f2 und f3 werden die Regressionskurven r2(pm)und r3(pm) berechnet und verwendet:�f2(pm) � r2(pm) = �16:363 e�13:833pmf3(pm) � r3(pm) = 0:419 + 0:536 sin(18:782pm + 1:9):Die Korrelationskoe�zienten �2 f�ur f2 und �3 f�ur f3 sind�2 = �0:89133�3 = �0:93756:In Abbildung 3.4 sind die Graphen der Regressionskurven r2(pm) undr3(pm) dargestellt. Da die Regressionskurven f�ur Werte pm 2 [0; 0:2] be-rechnet wurden, wird f�ur die Optimierung der zul�assige Bereich ebenfallsauf pm 2 [0; 0:2] beschr�ankt. Dieses Vorgehen ist akzeptabel, da die Gra-phen in Abbildungen 3.2 und 3.3 darauf hindeuten, dass f1, f 01 und f3 mitsteigenden pm gegen Null streben, wogegen f2 sich nur gering verkleinert.63



3. Computersimulationen
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Abbildung 3.4.: Regressionskurven f�ur f2 und f3.Die Rangfolge der zu maximierenden Funktionen f�ur die Methode derschrittweisen Konzessionen wird auf (f1; f2; f3) festgelegt. Die Maximie-rung der Vertreteranzahl von Hopt in der Folgepopulation wird also prim�arwichtiger als die Minimierung der ben�otigten Generationen bis zum erst-maligen Auftretens des Optimums und der Maximierung der Wahrschein-lichkeit f�ur den Verbleib des Optimums in der Population erachtet. Das istdadurch motiviert, dass das Finden des Optimumss bei einer Mutations-wahrscheinlichkeit von wenigstens pm = 0:025 schon innerhalb der ersten10 Generationen erfolgt (Abbildung 3.2). Dies ist f�ur die Praxis ausrei-chend. Die letzte Funktion der Rangfolge, und damit die als unwichtigstebetrachtete, ist f3. Ein genetischer Algorithmus kann derart modi�ziertwerden, dass das beste Individuum der Population unver�andert in die Fol-gepopulation �ubernommen wird. Mit diesem Vorgehen k�onnte man (3.2)und (3.3) auf Optimierungsprobleme mit zwei Funktionen reduzieren.Weiterhin werden die Werte f�ur �1 und �2 gesetzt. Es wird �1 = 0:8und �2 = 0:9 gew�ahlt. Der Wert von f1(poptm ) und f 01(poptm ) soll also wenig-stens 80% des Maximalwertes fmax1 und f 0max1 betragen, und der Wert vonf2(poptm ) wenigstens 90% von fmax2 . Es muss beachtet werden, dass f2 f�ur dieOptimierungsaufgabe negiert wurde. Der Wert von �f2(pm) muss daherwenigstens �1 + (1� �2)�(�fmax2 ) = (2� �2)(�fmax2 ) betragen.Da f1(pm); f 01(pm); und �f2(pm) streng monoton sind, ist die Maximie-rung dieser Funktionen und die anschlie�ende Beschr�ankung des zul�assigenBereichs sehr einfach. Das Maximum von f1 = EH(pm) und f 01 = ES(pm)�uber R[0; 0:2] wird an der Stelle pm = 0 angenommen:fmax1 = EH(0) = 0:19 f 0max1 = ES(0) = 4:67127�1fmax1 = 0:152 �1f 0max1 = 3:73702EH(p0m) = �1fmax1 f�ur ES(p1m) = �1f 0max1 f�urp0m = 0:0436475 p1m = 0:0509372Der zul�assige Bereich f�ur (3.2) wird nun auf R[0; p0m ] und der von (3.3)64



3.4. Optimierung der Mutationswahrscheinlichkeitpm = 0:0368 pm = 0:0436Anzahl der Simulationen, in denen das Opti-mum gefunden wurde 20 20Anzahl der Simulationen, in denen das Opti-mum in der Population blieb, wenn es gefun-den wurde 18 16Durchschnittliche Anzahl der Generationen,die ben�otigt wurden, das Optimum zu �n-den, wenn es nicht in der Anfangspopulationenthalten war 3.429 3.357
Durchschnittliche Anzahl der Generationen,die ben�otigt wurden, bis das Optimum diePopulation dominierte, d.h. wenigstens von70% der Individuen repr�asentiert wurde 14.1 13.95

Tabelle 3.8.: Ergebnisse aus jeweils 20 Simulationen f�ur popt1m = 0:0368 undpopt2m = 0:0436 mit N = 250. Als Zielfunktion wurde z(x) = x3verwendet.auf R[0; p1m ] beschr�ankt. Das Maximum von �f2 wird am rechten Interval-lendpunkt p0m bzw. p1m angenommen, also:fmax2 = EH(p0m) = �8:94654 fmax2 = ES(p1m) = �8:08841(2� �2)fmax2 = �9:84119 (2� �2)fmax2 = �8:89725EH(p2m) = (2� �2)fmax2 f�ur ES(p3m) = (2� �2)fmax2 f�urp2m = 0:0367572 p3m = 0:0436Der zul�assige Bereich wird f�ur (3.2) auf R[p2m ; p0m] und der von (3.3) aufR[p3m ; p1m] beschr�ankt. Das Maximum von f3 wird am linken Intervallend-punkt p2m, bzw. an p3m, angenommen, alsopopt1m = p2m popt2m = p3m:Nun werden die beiden Optimall�osungen popt1m und popt2m miteinanderverglichen, um zu �uberpr�ufen, ob bei der Optimierung mit f 01(pm) = ES(pm)tats�achlich eine qualitativ bessere Optimall�osung gefunden werden konnte,als mit f1 = EH . Es werden jeweils 20 Simulationen f�ur popt1m und popt2mdurchgef�uhrt. Die Ergebnisse sind in Tabelle 3.8 zu sehen.Wird popt2m = 0:0436 als Mutationswahrscheinlichkeit verwendet, wirddas Optimum tats�achlich schneller gefunden und der Algorithmus ben�otigtweniger Generationen bis wenigstens 70% der Individuen das Optimum re-pr�asentieren. Daf�ur betr�agt die Wahrscheinlichkeit, dass das Optimum inder Population bleibt bei popt2m nur 80% im Vergleich zu 90% bei der Ver-wendung von popt1m = 0:0368. Das Problem des Verbleibs des Optimums65



3. Computersimulationenin der Population kann dadurch umgangen werden, dass das jeweils be-ste Individuum in die Folgepopulation �ubernommen wird. Somit erweistsich popt2m , welches f�ur der Optimierung der Mutationswahrscheinlichkeitmit Hilfe von ES berechnet wurde, unter den gegebenen Bedingungen alsbessere Wahl der Mutationswahrscheinlichkeit.
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4. Anwendungsbeispiel f�ur einenevolution�aren Algorithmus
4.1. Vorstellung des ProjektesUnter der Leitung von Prof. Dr. Jost wird am Max-Planck-Institut f�urMathematik in den Naturwissenschaften ein Projekt verfolgt, in welchemu. a. versucht wird, Kommunikation zwischen zwei oder mehreren Objek-ten w�ahrend eines Computerprogrammes entstehen zu lassen.Da Bienen die einfachste bekannte direkte Kommunikationsform ver-wenden, soll ein Programm entwickelt werden, in welchem ein Modellvon Bienenschw�armen implementiert ist. Einige Komponenten dieses Pro-grammes wurden w�ahrend des Zeitraumes September 2000 bis August 2001von der Diplomandin erstellt. Das Programm ist in Java mit Hilfe derProgrammbibliothek SWARM [19] programmiert. Zu dem jetzigen Zeit-punkt ist die Umgebung, in der die Bienenschw�arme leben, sich ern�ahrenund fortp
anzen, implementiert. Die Kommunikation zwischen den Bienenwird in dem Programm jedoch noch nicht angeboten.4.2. Das ModellIn diesem Abschnitt soll das Modell, welches dem Programm zu Grundeliegt, soweit es implementiert ist, n�aher beschrieben werden.Die Komponenten des Modells sind die Bienenst�ocke mit Bienen, dieNahrungsquellen und die Umgebung, in der sich St�ocke, Bienen und Nah-rungsquellen be�nden. Die Umgebung ist f�ur die Bienen abgeschlossenund torusf�ormig, also kann keine Biene aus der Umgebung verschwinden,pl�otzlich auftauchen oder heraus
iegen.In der Umgebung be�nden sich Nahrungsquellen, die r�aumlich gleich-m�a�ig verteilt sind. Sie besitzen unterschiedliche Mengen an Futtereinhei-ten. Erreicht eine Biene eine Futterquelle, so nimmt sie genau eine Fut-tereinheit auf und verringert somit die Futtermenge der Nahrungquelle.Besitzt eine Nahrungsquelle keine Futtereinheiten mehr, so verschwindetsie aus der Umgebung. Die Anzahl der Nahrungsquellen in der Umgebungist normalverteilt.Es be�ndet sich eine feste Anzahl von Bienenst�ocken in der Umgebung.Jeder der St�ocke hat eine feste Anzahl an Bienen und einen imagin�arenFutterhaufen, auf dem die Futtereinheiten, welche die Bienen in den Stocktragen, gesammelt werden. 67



4. Anwendungsbeispiel f�ur einen evolution�aren AlgorithmusJede Biene ist mit einer Menge von reellwertigen Koe�zienten ausge-stattet, die derzeit 1200 betr�agt. Diese Koe�zienten steuern das Verhalteneiner Biene. Sie hat die Optionen zu 
iegen, im Stock zu bleiben, eineranderen Biene zu folgen, auf einer Futterquelle zu landen und eine Futte-reinheit zu ihrem Stock zu tragen. Die Bienen sind in Arbeitsbienen undK�oniginnen unterteilt. Eine K�onigin unterscheidet sich von den Arbeits-bienen dadurch, dass sie ihr Verhalten, also ihre Koe�zienten, vererbenkann.In dem Programm ist ein evolution�arer Algorithmus implementiert.Dieser arbeitet mit einer Population, die aus den einzelnen Bienenschw�ar-men mit den dazugeh�origen St�ocken besteht. Die Zielfunktion ist aufder Menge der Bienenschw�arme de�niert und der Zielfunktionswert einesSchwarmes ist die gesammelte, in dem Stock be�ndliche, Futtermenge.Die Zielfunktion soll maximiert werden. Es wird die proportionale Fit-nesszuweisung und die �tnessproportionale Selektion benutzt. Je h�oheralso die Futtermenge eines Schwarmes, desto h�oher sein Fitnesswert undsomit die Wahrscheinlichkeit, dass er zur Rekombination ausgew�ahlt wird.Bei der Rekombination erhalten alle durch die Selektion ausgew�ahltenSchw�arme einen Klon und anschlie�end werden die Klone und die aus-gew�ahlten Schw�arme zuf�allig zu Paaren geordnet. Jedes Paar erzeugt einenneuen Schwarm, indem f�ur jede Biene jeder Koe�zient mit einer Wahr-scheinlichkeit von 50% von der K�onigin des einen und zu 50% von derK�onigin des anderen Elternschwarmes stammt. Diese Rekombinationartwird "gleichm�a�iges Kreuzen\1 genannt.Bei der Mutation wird jeder Koe�zient einer Biene mit der Mutations-wahrscheinlichkeit pm mutiert. Findet eine Mutation an dem Koe�zientenk0 statt, so wird der mutierte Koe�zient ~k0 in folgender Weise ermittelt:~k0 = k0 � 2��;wobei das Vorzeichen von � mit einer Wahrscheinlichkeit von 50% positivoder negativ ist. Die Parameter pm und � werden zu Beginn des Program-mes festgelegt.Die entstandenen Bienenschw�arme ersetzen die bisherigen Schw�armeder Population. Innerhalb der n�achsten festgelegten Anzahl an Zeitschrit-ten k�onnen die Bienen dieser Schw�arme herum
iegen und Futter sam-meln. Nach dem Ablauf dieser Zeitschritte, �ndet wieder die Selektion,die Rekombination und die Mutation statt. Das Abbruchskriterium desProgramms ist eine maximale Generationenanzahl.Die Menge an Futtereinheiten, die ein Schwarm sammeln kann, istnicht nur von dem Verhalten seiner Bienen, sondern auch von der Lagedes Stockes in der Umgebung abh�angig. So kann ein Schwarm, dessen Bie-nen ein sehr gutes Verhalten besitzen, nur wenig Futtereinheiten sammeln,wenn er direkt neben einen anderen Schwarm gelegen ist. Ebenso kannein Schwarm mit schlechten Bienen �uberdurchschnittlich viele Futterein-heiten sammeln, wenn sich sein Stock genau neben einer Nahrungsquelle1aus dem Englischen: "uniform crossover\68



4.3. Bisherige Ergebnissebe�ndet. Solche zuf�alligen Ein
�usse, wie eine beg�unstigte Lage oder eineerh�ohte Konkurrenz, sollen m�oglichst ausgeschlossen werden. Daher wirdin den Simulationen ein ausgewogener Gitterblockplan, hier speziell ein2-(49,7,1)-Design, angewendet.Es be�nden sich 49 Schw�arme in der Population, die in 56 Bl�ocken mitjeweils sieben Schw�armen angeordnet werden. Dabei tritt jeder Schwarmgenau acht Mal in den Bl�ocken auf. Jeder Block von Schw�armen hat ei-ne gewisse Anzahl an Zeitschritten zur Verf�ugung, in denen die siebenSchw�arme des Blockes um die Futtereinheiten in der Umgebung konkur-rieren k�onnen. Die Bienen k�onnen also f�ur ihren Schwarm Futter sammeln.Die Schw�arme sind derart in die Bl�ocke eingeteilt, dass jeder Schwarm ge-nau acht Mal mit sechs jeweils anderen Schw�armen um die Futtereinheitenkonkurriert. Es tritt also jeder Schwarm mit jedem anderen Schwarm ge-nau einmal in Konkurrenz. Nachdem alle 56 Bl�ocke abgearbeitet wurden,werden Selektions-, Rekombinations- und Mutationsoperator auf die 49Schw�arme angewendet.4.3. Bisherige ErgebnisseDurch die Verwendung eines Designs wird zwar der Ein
uss der Zufalls-komponenten in den Simulationen verringert, jedoch verl�angert sich auchdie Laufzeit des evolution�aren Algorithmus. So dauert eine Simulation mitsechs Generationen zwischen zwei und drei Tagen. Allerdings hat sich inden meisten F�allen nach sechs Generationen schon ein au�erordentlich gu-tes Sammel- und Flugverhalten der Bienen entwickelt. Zu Beginn werdendie Koe�zienten zuf�allig gesetzt. In Anbetracht der Masse an Koe�zi-enten, welche aufeinander abgestimmt sein m�ussen, um ein gutes Verhal-ten einer Biene zu erm�oglichen, ist dies ein beeindruckendes Ergebnis.Abbildung 4.1 zeigt den typischen Verlauf einer Simulation. Der Graphbeschreibt die von allen Bienenschw�armen gesammelte Futtermenge proGeneration.
Abbildung 4.1.: Simulationsergebnis nach acht Generationen.
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5. ZusammenfassungDiese Arbeit besch�aftigte sich mit der Schematheorie f�ur genetische Al-gorithmen. Ein Schwerpunkt war die mathematische Formulierung desAblaufes von genetischen Algorithmen und die Beschreibung der Wir-kungsweise genetischer Operatoren. F�ur die Zwecke dieser Arbeit war einezufrieden stellende mathematische Formulierung nicht gegeben.Mit diesem eingef�uhrten Formalismus wurde Hollands Schemensatz2.3 modi�ziert. Mit dem modi�zierten Schemensatz 2.7, dessen Herlei-tung einen weiteren Schwerpunkt darstellt, sind nun genauere Aussagen�uber die Entwicklung der Population in genetischen Algorithmen m�oglich.Der modi�zierte Schemensatz bietet eine Formel, mit der die erwarteteAnzahl von Vertretern eines Schemas in der Folgepopulation exakt ange-geben werden kann. Bisher war es nur m�oglich eine untere Schranke f�urden Erwartungswert der zuk�unftigen Vertreteranzahl eines Schemas zubestimmen.Mit der exakten Formel k�onnen nun zum Beispiel die Kontrollpara-meter eines einfachen genetischen Algorithmus (Kreuztausch- und Muta-tionswahrscheinlichkeit) optimiert werden. Die optimale Wahl der Kon-trollparameter ist f�ur praktische Zwecke von enormer Bedeutung. In die-ser Arbeit wurde eine Optimierung der Mutationswahrscheinlichkeit mitder Hilfe des Schemensatzes und des modi�zierten Schemensatzes durch-gef�uhrt. Dabei hat sich gezeigt, dass eine qualitativ bessere L�osung desOptimierungsproblems erreicht wurde.Weiterhin wurden mehrere numerische Untersuchungen an einem einfa-chen genetischen Algorithmus durchgef�uhrt und interpretiert. Dabei stell-te sich heraus, dass die durchschnittliche Approximationsg�ute mit der dermodi�zierte Schemensatz die tats�achlich eingetretene Vertreteranzahl ei-nes Schemas ann�ahert mehr als 2% �uber der Approximationsg�ute des Sche-mensatzes von Holland liegt.Abschlie�end wurde ein evolution�arer Algorithmus, der zu Forschungs-zwecken implementiert wurde, vorgestellt. Damit wurde die breite Ein-setzbarkeit und die Leistungsf�ahigkeit von evolution�aren Algorithmen de-monstriert.
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A. �Ubersicht �uber die Klassen und dieMethoden des Programms
Die KlassenDas Programm wurde in der Programmiersprache Java verfasst und mitder Version 1.3 getestet.Hauptprogramm: StartGAOberklassen Unterklassen1 Coding BinaryCodingBinaryCodingOfFloatingPointNumbers2 ControlInstances-OfSchemata ControlBinarySchemata3 Crossover OnePointCrossover4 Element BinaryElement5 Evolutionary-Algorithm SimpleGeneticAlgorithm6 FitnessAssignment ProportionalFitnesAssignment7 FitnessAssignment-ForSchemata NumberOfInstancesFitnessForSchemataProportionalFitnessForSchemataRoyalRoadForSchemata8 Mutation BitwiseMutation9 MyMath10 Scaling LinearScaling11 Schema BinarySchema12 Selection PropotionalSelection13 ValueAssignment ObjectiveScoreRandomGoalFunctionRoyalRoadAu
istung der Methoden der einzelnen Klassen1 Coding- code(LinkedList population)- decode(LinkedList population) 73



A. �Ubersicht �uber die Klassen und die Methoden des ProgrammsBinaryCoding- code(LinkedList population)- code(int dim, double[] point, int strgL, boolean flag)- code(int point, int strgL)- decode(LinkedList population)- decode(int dim, String coding, boolean flag)- decode(String coding)- getSign (double x)BinaryCodingOfFloatingPointNumbers- code(LinkedList population)- decode(LinkedList population)- getSign(double x)- getExponentN(double x)- truncate(String oldString)2 ControlInstancesOfSchemata- checkNumberOfInstances(LinkedList population)- checkNumberOfInstancesWithoutBounds(LinkedListpopulation, BinarySchema optSchema)- assignActualNumberOfInstances(LinkedListpopulation)- outputNumbers(int popSize)- outputNumbersByClasses(int popSize)- getSum Fhk times Fhkroof(BinarySchema schema,LinkedList population)- getMutArray(BinarySchema schema,LinkedListpopulation)ControlBinarySchemata- checkNumberOfInstances(LinkedList population)- checkNumberOfInstancesWithoutBounds(LinkedListpopulation, BinarySchema optSchema)- assignActualNumberOfInstances(LinkedListpopulation)- outputNumbers(int popSize)74



- outputNumbersByClasses(int popSize)- getSum Fhk times Fhkroof(BinarySchema schema,LinkedList population)- getMutArray(BinarySchema schema,LinkedListpopulation)- getLowerBoundHolland(BinarySchema schema)- getLowerBoundHollandOriginal(BinarySchema schema)- getLowerBoundSchindler(BinarySchema schema, LinkedListpopulation)- getLowerBoundSchindlerWithSingleTerms(BinarySchemaschema, LinkedList population)3 Crossover- crossover(LinkedList pop)- crossoverWithImplicitSelection(LinkedList pop)OnePointCrossover- crossover(LinkedList pop)- crossoverWithImplicitSelection(LinkedList pop)- doubleElements(LinkedList population)- getMatingArray(int dim, LinkedList pop2)- sortList(LinkedList population)- crossoverWithImplicitSelection(LinkedList pop)- getMatingArrayWithImplicitSelection(int dim,LinkedList pop2)- repairNumbers(int diff, LinkedList pop, Element[][]array)4 Element- clone()BinaryElement- clone()- reset() 75



A. �Ubersicht �uber die Klassen und die Methoden des Programms5 EvolutionaryAlgorithm- setDefaults()- setProbabilities(double mprob, double coprob)- setRandomSeeds(long rSeed, long mSeed, long cSeed)- buildObjects()- run()- createPopulation ()- outputPopulation()SimpleGeneticAlgorithm- buildObjects()- run()- createPopulation ()- createStrings()- createStrings(int noOptElements)- outputPopulation()- outputPopulation(LinkedList population)- getAllBinarySchemata()- getSpecialSchemata()- checkIfOptimaIsFound(String optSchema, LinkedList pop)6 FitnessAssignment- assignFitness(LinkedList population)- getSumValues(LinkedList population)- getSumValues(LinkedList population, boolean flag)- min(LinkedList population)- avg(LinkedList population)- max(LinkedList population)ProportionalFitness- assignFitness(LinkedList population)76



7 FitnessAssignmentForSchemata- assignFitness(LinkedList population)- getFitness(BinarySchema schema, LinkedList population)- getProbOfSchemaWith$differentPositions(BinarySchemaschema, int i, LinkedList population)- averageValue(LinkedList schemata)NumberOfInstancesFitnessForSchemata- assignFitness(LinkedList population)- getFitness(BinarySchema schema, LinkedList population)- getProbOfSchemaWith$differentPositions(BinarySchemaschema, int i, LinkedList population)ProportionalFitnessForSchemata- assignFitness(LinkedList population)- getFitness(BinarySchema schema, LinkedList population)- getProbOfSchemaWith$differentPositions(BinarySchemaschema, int i, LinkedList population)RoyalRoadForSchemata- assignFitness(LinkedList population)- getFitness(BinarySchema schema, LinkedList population)- getProbOfSchemaWith$differentPositions(BinarySchemaschema, int i, LinkedList population)8 Mutation- mutate(LinkedList population)BitwiseMutation- mutate(LinkedList population)9 MyMath- binomialCoeff(int n, int k)- faculty(int n)- getArrayOfPermutations(int n, int k)- permsCorrect(int dimN, int dimM, int[][] array,int k) 77



A. �Ubersicht �uber die Klassen und die Methoden des Programms10 Scaling- scale(LinkedList population, double fmin, double favg,double fmax)- prescale(double fmin, double favg, double fmax)LinearScaling- scale(LinkedList population, double fmin, double favg,double fmax)- prescale(double fmin, double favg, double fmax)- scale(double oldFitness)11 Schema- clone()- getNumberOfInstances(LinkedList population)- isRepresentative(Element elem)BinarySchema- clone()- setDefiningLength()- getNumberOfInstances(LinkedList population)- getFirstDefinedPosition()- getLastDefinedPosition()- isRepresentative(BinaryElement elem)- getStringForm()- isBinarySchema(int order, int[][] array)- toArray(String strg)- getValue(LinkedList population)- getFitness()- getHk(int k)- getHkRoof(int k)- sortFixedPos()- fixedPosSorted()- findPositiveMin()- isSubSchemaOf(BinarySchema schema)78



12 Selection- select(LinkedList population)- sortList(LinkedList population)ProportionalSelection- select(LinkedList population)- repairNumbersSelected(int diff, LinkedList pop)13 ValueAssignment- assignValues(LinkedList population)- averageValue(LinkedList population)ObjectiveScore- assignValues(LinkedList population)RandomGoalFunction- assignValues(LinkedList population)- createFunction1D()- createFunction2D()RoyalRoad- assignValues(LinkedList population)
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