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����# ���$ ��� ��# ��!�� � �%������� ��� �&�� ����� � �� "���� ��� ���#!��$
�'���� �� (��! ��������� "���) *!� #��"�� �������$��� �� �!�� �$��"��� �����
������ �� ������������ �� �+������ �
����� �� ������ �� �!� ��!� � ��� �� ������
���� #��
�� �� �"�� �,������ �� �!�  ������� "��� �� CP1) �� ����� ��� #��
�"�� �����$ ���� �� �'�"���� ��  ������� "��� �� CPn� ��� ��� ����� � ��(
��� ���!� -����������.� �� � ������# ��� ���/� ��#� ��!"� �� ����� ��# ���$�
��"����� ��� �� 0����# �!� 1��� ����� ������ ��  ������� "��� �� CP1

2���� f � � � ���� ����� �� �� "� �� � ���� ��� �������� ������� "��!���
��/��/��#� �� 
$�����/ ��������� �!� ��#��!� ��� ��� #$ �������� ���������� ��
�!� 0'��������� �� f 3 �� �!� ��!� ���� 4 ���5� ��������  ��!� �!�� 6����"
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� ��� �����	�	��
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+	� � ��
�� x 
� SN � ��	 ���	�	� &�	�	�
����
� ���(	��
�� ���� x ���+
�	� ��
�/�	 ��������	 Ax �� 
�� �����	�	��� SN − x� 0	 ����
�	� ��	 
��������� !"
"�#���$�%$&�'' Cen(P, x) �� � ���1
����
�� P ⊂ SN − x� 0	 ����� �� ��	 ���	
N = 2 
� ��
� ���
��	 $�� �� �	��
�� 2%� Cen(P, x) 	3�	��� ��������
	����� ��

����; ��#���� :<<=)

�



P ⊂ S2 = CP 1� 
� 
� 	+	� �	�������
� 
� (P, x) ⊂ (CP1)n4 '	 '
�� ����' '	

��	�

��	����
���� ��� �		 ���� φ(x) = Cen(P, W, x) 
� �	1�	� �* ���+
�
 ��� y 
�

$���% y = φ(z);
1

y − z
=

∑
j

wj
1

pj − z
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���
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� ��
�
�	�+	� ��	� ���* �����	�� ����� ��	 
����� �	��+
�� �� F � 5�	�	 '	�	 ��� 
�
�
��
���
+��
��� ��� ��
� '��� ��� �� ���� ��	* �����* ��	 �	����� ���	 �	�	�

�� �	��
�� 2 '	 ���	����	 � ����* �� CenPW � '
�� P 
� � ������	�	� SN ⊂ SN+1�
$�� 
� � �	�
���	�	� HN+1%� �� ����
� �	�� ���� �� �*�	����
� ����	 HN+1� ��� '	
���+	 � &��'��� �	���� $2�"��2�"�% '�
�� ���+
�	� � �����	�	 �	���
��
�� �� ��	
�
�*���
��� 5�
� 
��������	� ��' ���������
��� ���	� �� Cen ��+	 �
�	� ����	��
	�
���� ��	 �

�� ��+	 ���	�'
�	 	3�	��	��

- ��
��
� ��	 ��	� 	3�	�� F : CPn → CPn �� ��+	 � �
�	 ����	� ���� 	3��	��
���
��� 
�� ��� ��	�� ��' �� ������	 ��	 �������	� ��
	��� �����
	� �
� ��� �	��
�	�	� F ���+
�	� �� ��
	���
����* �
���	 ��� 
	��	��
����* �
�� �	��+
��� ���� '	
����
�	� ���� �
6	�	�� +
	'��
���� ��� � ����	� �� 	��
+��	�� ���������
��� ��	
���+
�	�4 $$,��%%� ���	� �� Cen� $,�7%� ��
�
 13	� ��
��� ��� 	��
+��
���	�� $,�8%�
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�� ��� F � ��
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 ��	 �	��������

9��	� �	���	� �	����� ���	�� �����
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	3��������* ����� �	
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��� ��� �����
���� ��	�����
��
���� ��� ���' ��'� ��	 �	��	�� ��� '	 
�����	 ��	� 
� ��	 ���	 ���� ���	 �� ��	�	
�
�	��
��� '
�� ���+	 �� �	 ���
�����

���� 	(��(!�)* 0	 �	

� �	��
�� , '
�� �� ����*�
� �� �������� 	�	�	����* ���� 
	��
	� 
�+��+
�
 13	� ��
��� ��� 	��
+��
���	� ���� �	��� �� � �	���
�� �� ��		�	��
�	��	�� �	��������
� '���� �	 �� 
��	�	�� 
� ���* �	����	 ���������
� ���� ��� 
����* ������ �	 ���������	� ��
�
 
	��	��
� ���������
��� �+	� R �� ��
� �����	�
���	�+	� ��
� 
��	����
�� �� �	�� ��� �����	3 
	��	��* ��� �	 	3���
�	� �� ������	
���������� ��� ��	 ���������
� �*���
��� �*��	��

- +��
	�* �� �	���
��� �� F �� �
���
�
������ 
� $,�7%� ���� ���+	�� 
� )�"�� 	���
��
�	 ���� ��	 �����
�
�
 ���� ��	 	�	�	����* +
	'��
��� ��� �	�� �� ���� ��	 ��
��
�� +
	' �� 
�+��
��� �� �	��	�	����
�� ��	��* �
��	 F 
� ���� � ��+��
��� �� sl(2, C) 
�
��	 �����
��� �	��	� 0	 ���	 ���	 ���	��� �� ���	������ F 
� ��
� ����	� ����	3��

� �	��
�� )�,� '�
�� ������ ���+
�	 ���	 ��
�* �� ��	 ��	��* 
� ��	 ���
	� ����
��� �� ����
�* '��� ���	� ���� ���������
��� �

�� �	 ����
��	�

5�	 ����	��
�� ���������
��� �	��
�� 7� � ��

�� 
	�	���
���
�� �� F ���� ���
��
���	 �����	�	��� ���	��
	� � �	' �������� �� 
�	���
+	 ��
��
���� ��� ������
�

���*���
���� ��� ��� 1��
�
 ��	 � �	�
��
� ��
��� �� ���
���� ���� �� CP1� 0	
1��� �	+	��� � ��	 +��
���	 ��	��*� �	��
�� "� :� ;��� �* 13
�
 ���	 ��
������	��
�
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 +��
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�
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� ��	
� �'� �

��4
'	 �
�	 ��� 	3����	� $"��%� � 
	�	��� 	��
�� 
��
 ��	��	� ��� ���
���� ���� ��
CP1� $:��2%� � ������� �����������
�� �� ���
���� ���� �� CP1 �� �
�
���� <�� �/�	
����	��
��� �� CP1 $���� ���'� �� ����� �*��	��� � �����	3
1���
�� �� ���*�	���%�
0	 ���� �
����� ��	 �	���
�� �� ��	 ����	� �� &��'���� =��
���6	� ��
����
���
�� ��
���*
���� �	

��� ��� �*�	����
� �	��	�� �� ���� 
� �	��
�� 2�

5�	 ��	 +��
���	 $�� !��	 ���*#% ��	��* ����� ��� �� �	 ��
�	 �
�� ��� �

�	�
�
�	��
���� ���	�	�� ����
������* 
� �	���
�� �� �*�	����
� 
	��	��*�
� ���+
�	� ��
�����
�	 �� ���������
� �	�� ���� ��� �*�	����
� ����	�� HN = RHN $'	 ��	�
��
�	
�� �	�� �*�	����
� ����	 �	�	% '�
�� ��+	 ���� 
��� ��
	���
� ��� ������

��� 
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� �	��+
��� 5�	 �����
* �� ��	 &��'��� �
�� �	��� 
� �	���	� �* $"��%�
$5�	 ���(����
�� �� !>����* ?���	# ��� !&��'��� �	���# �������* ��
�
� �� �
��
��	 '��� �� =�����
� 	� ��� ��� �� ��� �� '	 ��� �		 ��	�	 
� �� 
��	�
��	 �	���
��
�� ��	
� '���� ��	 �*����	�	� ��� �������
��� �	�	 �	
�
 ��
�	 �
6	�	��� %

5�
� '��� �	
�� �� � ����* �� F �� � �*���
��� �*��	�� ��� ��	 �	���
�� ��
��		�	�� �	��	�� ���
���	� ��� ��	�	����
��� ��� ��	 ���	� �
�	��
��� $��
	���
��
�*�	����
�% ���� ��+	 	�	�
	� ���� ��	
� ����* ����� �	 �� ���	 
��	�	�� 
� ��	
���
 ���� �� ��* ���	 ��	 ����*�
� �	���
�
 �� ��		�	�� �	��	�� 
� +	�* ��	��� ��
�	
���� ��	 ����	��

������ �������� �������� ���	�	���	���	��� ������ ��� ��� ���	���	����� 5�	 �	�� 
�
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���� ��� F �� � �
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 ������� 	�	�
* �����
��� E $,���%4 ��	 ���	�
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�@� ��	�
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���
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���	 ��	��* '�
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�������	� ���+	� �

�� �	 �	
���	� �� ��
�	�� $�	��
��	� �	�	 
� ����
�
% '�	�	��
-6$,�:% ��	 ���	 ��������I
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�
 p� J� �	�	��
�	� � '	�� �	1�	� �
���
�� m(x, y) �� ��* x, y ∈
SN − p ��� ��	 �
���
��� ���
��* ��	 �	�	����* �	���
�� m(m(x, y), m(x, z)) =
m(x, m(y, z)) 
� ��* S2 � p �� 
	� � ����1�	 �/�	 ��������	� A�:B �

-6$"% ��
�	'
�	� �= ���+
�	� � ����� �� ����

�� �
�	� S1 � p 
� ��* ����	 S2 � p
���
��*
�
 ��	 ������	� ��������	 	��� '	 '
�� ��� 	�������	 �	�	�

-6$,% ��� ���� 
� ��� ���� �	 �		� ��� RN , N > 2 �* >�����3@� ��	��	�� A"�B � $�
'	�� �������� 
����� ����%� 
� 
� �������� �	3����� ���	�
�� ��� N = 2� � ��������*
�� ��	 ��
����
���
�� ��	��	�� ��	 ��
� ��
�� �	
�
 ��	 �	���
�� �� �	
�		 �� 
��'��
��� ���������
� �����
��� �

�



-6$:% �K�
��	�	�� ��� ���� �	 �		� ���� � �
	 ��	��	�
� ��������� ���
�
 ����
��	 F��	� $
������*% 
������ 
� SN = SO(N + 1, 1)/Bp� ��	 �/�	� �� �	��� ��
C����
���� �
�	�� 5����������
���� 13
�
 ��	 ��
�� �� 
�1�
�* 	�
�
���	� ��	 �	 
���
������

-6$;% ��� '	 �����	 � ��	�
�� ���������� M �� C̄ ���� ���� x �→ ∞� Ax 
� ��	
�������� ���� C, 
� DL"� $�� RN � N > 2% �� ��	 ����� �/�	 ��������	 ��� ��
� 
�

��	�	��	�� �� ��	 ��	�
�� M ����	�� 5�
� 
� ��' '	 ��	 ��
��	�	�� 
� �����
�	�

��"�"� (�������
	���� Aut(SN )� �� 

+	� ���+	� 
� �	1�	� '
�� �	��	�� �� ��	

�+��
��� ��������� ��������	� -� (��� 
��
���	�� $-6$;% % ���������
��� ��	 ��	�
�� ����* Cen 	3��
�
��*� 9� ��	 ���	� ����� ���* ��
	��	� ���������
��� ��� �	
���������	� �
�	���* ��
�
 ��	 �	��	� �� ����� �		 ��	��	� "��� ��� ��� �� ��� ��	
��������� ���� �	���	� A� '�
�� ���*� � ��(�� ���	 �	�	� 0	 ��	 	��
+��
���	
����	��
	� �*��	���
����* �� �
��
�* ������� 0	 ���	 ���� ���	����� ����� Ax ��	
�����	��
�	� �* x ∈ HN+1 $'	 ������ ����� ��	 ��	 ������
�� ��� ���
����� ����"
��� �#�� ����������� Ax �� A(x) �* x ∈ ∂HN+1 = SN � D��	 ��	 ��+
��� ��
�*
�

����	��*� ���� ��	* ��	 ���
 �������	)�� �* ��	 
������* 
���� 
� &9$DE���% �� x�

�� ���� '	 
�������	 � ������� ����	�����	��	 �� �/�	 ����	��
��� �� ���� 
�
$:��2%� ��� ��	 ��� ����* 
������* 	��
+��
���	 �� �		 ���� ��	 �	+
 =
+
�� ����	� 
�
�� �� ��	 ����� �	��
� �� SN �����
��	� �� x ∈ HN+1 ����	������ ��	�
�	�* ��
��	 ���
����� ����� Ax� �		 ���� �	��
�� 2�"�

��"�,� ������� ��� ���	���� ��	���� 0	 �
��
�
�
�� ������� ���� ���	���� ��
����

� ��	 ���������
�� �� �����
���4 �����	� ��
��� ��	 �	���	� p, q� ��� ����
����
�	��� �� �����	� ��
��� ��	 �	���	� P, Q� 5�	* ��	 ��������� 
� SN ���� '	 ��	
�� �����	��
�	 �	�� ���� �� ��	 ���1
����
�� �� ���	���� ��
��� X 
� SN � 5���
Cen(X, P, W, i) 
� ��	 $W  '	

��	�% �	��	� �� ���� �� X−xi, P '
�� �	��	�� �� ��	
�/�	 ��������	 �� xi� 
� 
� � �����
�� �� X = (x1, . . . , xk)� 0	 '
�� �		 ���� pj ∈ P
��	 �*�����	��� �� ��
� ��� $+
	'	� �� � �����
�� �� xi%� .
+	� � ���1
����
��
X ⊂ SN � ��	 ������ 
�	���* ������
�	 
� ��� �� � �	� �� � ����	� ��� ����	�� �� �
�������� $�� ����	�% ��� X = {. . . , xj , . . .}� ���� j 
� ��� �� ���� �� 
��	3 �� �
���	� �� ����	�� ����
� 
� ��	 
	�	�
� ����� ���	 ��
� ��	��@� ����	� ����� C��
�	
	�	���	 ���1
����
��� $�����	 ��
���% ��� 
����� ������
* 
� 
� 	��	��
��� $��
�	��
�� ;� '	 ��	 Z ��� � ���1
����
�� �� ���	���� ��
���� ��� 
� ��	 �	

��
�
 '	
���� ��� ��� ��	 13	�� ����
�
 
� x �� ����* ��	 ��	 +��
���	 ���	� �� Z ��	 �����	��
9��	� ���� �
��� +��
��
��� 
� �����
�� ��	 ����
1	� ������* 
� ��	 �	�	+��� �	��
���%
K��	�� ����	� ���	�'
�	 ��	 ������ ������ ������	 ���� ��	 ��
��� 
� P ��	 ����
������ 0	 ��	 ��	 ��
�	� P ′ �� �	���	 ��	 �����	�	����* ����	� CP1 − P � '�
�	

� ���1
����
�� ����	 '	 ���	� �	�	� �� ��	 �����	�	�� D′ �� ��	 �
�
���� D ��
�	
	�	���	 ���1
����
���� �		 $+�+%� |X | �	���	� ��	 ����
���
�* �� � ���1
����
���
$��� �	+	� � +	���� ����%�

��"�:� ��	

��� �� 
� ��	���� $�	����� ���	� ������
�
�� ,�7% �� 
	�	���
�	 �� ��	
)�!� ��- "�#���$�%$&�'' ��
�
 '	

���� Wij 4

$��"% ∀i,
∑

j

Wij = 1,

'
�� i 
��	3
�
 X � ��� j 
��	3
�
 X ��� P � �� X 
� � �
�
�	 ��
�� '	 �	���	 ��	
�����
��	� �	��	� �� ����� Cen(P, W, x)� ��� W 
� � +	����� �� ��	 +	�* ��	�
�� ���	
DL"� '	

��� ��� �	 ���
����* ������* ����	��� ��� Cen 
� ����* �	�������
� 
�

�



X, P, W � D��	 ���� �����	3 '	

��� ��	 (���
1	� �	����	 ��	 
���
��
� �/�	 ����� 
���	� ������	� 
� ������
�
�� ��" ��+	 �� ���
�
���� �����	3 ��������	 ��	�	�+	�
�* O(2, 1)� ��� ���� ��������
+
�* �� C∗ 
� 	��	��
�� �	�	� �� ���� 
	�	���
���
��
�� ��	 ����	��
��
� ���	 
� ��� $��+
����*% ����
��	�

0	 '
�� �		 ���� wij 	��	��
���* �	�	�	�	��� ��	 ����	��	�� 	��� ��	 �
�	��
���
�� ��
��	 13	� ��
�� pj �� Cen(X, P, W, i)� 9�	 ��������* ����	
+	� X, P �� ��	 ���	� �� �
�
�	��	� 
���� G(X, P, W ) ��� W �� '	

��� �� 
�@� �
�	��	� 	�
	�� .�/00 �''+&�
� ��+� �+� � �� 	+	�* p ∈ P ��� �� �	��� ��	 ����	�� '	

���$���	�'
�	 
� ��� �	
�	�� ���%� ��� ���� �� xi ��� � ����	�� �	�� '	

�� wii $���	�'
�	 xi 
� �������� ���	�
Cen%� 0�	� �
�����
�
 ������ �����
���� E ��	 	�
	 '	

��� ��	 ��'�*� �����	�
��
������� 
	 wij = wji� -� � 
	�	��� ��
��
��	� '	

��� �� 	�	�
* �����
��� ��	
�
����	� �* ��	 ����
�
�� ���� ��	 �����
��	� ����	 +	����� ��	 �	�	��
�	� �* �
����
3 �� '	

���� '�
�� ���� �
�		 '
�� ��	 ����
3 ��	� �* Cen �� ���������
��	 �	�������
� ��� F � 5��� ��	 ������ ���� ����	�
��	 ���� ��	�	 
� � ��

��
�
6	�	��	 
� �����
�
 ��	 ����	�� 
� � ��� J '�	� ���������
�
 E � $,���%�

��"�;� ������	�	���� ��� �������� 5�	�	 
� ��� ���� �� ��* ����� ������
�
����
��� �������* ��	 ���* ��� �����
���	 � ��� ��� � +��
���	� ������
�
��� ���	 ��
������* 
� ��	 ���������
�� �� �������	���� �	��
�� 7� �� '	�� �� 
� ��	 
�	���
��
�� ����� �� ����� ��� ��	 ���� ���� '	 ����
�	� ���� ���� ��	 ���������	� ��
�

���* ��	 '	

��	� �	��	� �� ����� ��� '	 ������	 �� ��	 ��	 ��������� �	�� ���
$��������	� �� ��	 ��� �*�����	 �� ���	���� 
� *��� ��	�	��	� ���
��
	% �� �	���	 ��	

	��	��
� �������� �� �	�� ���
���� ���� ����
��
�
 �� �	�� ���� �� ��	 ���� CenPW

�� ACenPW � ������* P '
�� �
��
��� ��
����� �� �
�	��
�� 2 '	 '
�� ����' �����	3
'	

��� �	�	 ��� �* $"��% ��
� (��� 	3�	��� ��� �* A� F�� �� SN , N > 2� ��	
���* ��� �	�� '	

��� ��� ��
� ����� '
�� �	 ���� �����	� ���� �	������� �		 $2�:%�
C����	����	 -��� 
� ��	 �������� �� ��� �� ����� ACen(P, W, x)� '�
�� �	+	��	
��
	����
���
���� ����'� ��� ������
�
��� �� ���� 
� ��� � $�		 2����%�  ��� 
�����	� ��	

����
+��
���	 ���������
���� ���� �� $7��%� +
	'	� �� � �������� �� ���� C
����* '	
'
�� ��	 �	<	��
��� 
� �*�	����	�	� $���
� �% 
� �	��
�� 2� �� ����* � ����� �� ����
�� �*�	����
� ����	 '�
�� '	 �	���	 ,��� � 0	 ���	� ��	 ��� '
����� 	3��
�
��*

��
���
�
 ��	 ����	 $
� 
� ������* CP1% �� 	+	� '�	��	� ���� ��	 �	1�	� �+	� R

�� C� '�	�	 ��
� 
� ��	�� ���� ����	3��
�� �

�� �		� ���� ���� �
���	 
�
�	�
	��� '�����@� ������	 ��*��
�
 �� 
��	�	���

0�
�	 '	 �	�+	 ��
� ��� ��	 �	��	� �� (��
	� ��� 1��� 
��� 
� ���� �� ���' ���� ��
� 	�
� ��� ��
+
�� ������ ���	��* 
� ��	 ���	 N = 2, S2 = CP 1� '�
�� 
� ��� ����� 
� ����
�� ��
� ���
��	� D��	 ���� ��� N = 2 '	 
	� � �������� �� �	�������
� ����� 
� ��	
�	���
��� �� ��
	����
�� ��	�	�+
�
 ���������
���� ��� ��	 ���
����� ��� �����
��� �� ���* �� 
�������� ���	 	+	� 
� ��
� ���	 $�*
�
 ���� �� ��		�	�� �	��	��
�	�����%� �� �	��
�� 2 '	 �	

� �� �	+	��� GRas(SN ), N > 2� ��� ��� �	*��� ��	
��	 +��
���	 ���	� ��� �	��+	� ���	 �� ��	 ��	 �
�	 ����	��
	� �� ���������
� �����
���� �� � &��'��� �	���� �� '	�� �� � �	���	� !�����	��# ����	��*� 2�7���

��,� �!(!'��'* ���* �� ��	 ���������
��� 
� ��
� ���
��	 ��	 �����	��
�	� �* '	

��	�
���1
����
���� ��� ��	 �	� �� ��
�� {(pi, wi), 0 < i < n} ��	 �	�� ������
�	� �� �	�
�	����� C�� � �
+
��� 
� CP1� '	 ����' ��	/�
	��� 
� C� &
��	 
� 
� ���� ��	��� ��
������
�	 ��0� �� � ����	� �� ��
��� �� '	

���� �
+
���� ��	 ���� �	���	� 
� �	��� ��

�



��	�	 +	����� �* �0 �� 0�� ��	 ��
�
�
 �� {(pi, wi), 0 < i < n} �	
�
 ��	 	��	��
��
��������	4 �0 
� �� � ����	 �� ��
�� ����
	��	� �* �	������
����

��1#!�!�# �*2* - �
+
��� 
� CP1 
� � ������ ���� �	���	� WP ∈ SDiv ={∑wipi :
pi �= pj ∈ CP1, wi ∈ C}� 5�	 S ��	13 	�����
�	� ��	 �
��
����	�� �� ��	 pi� SDiv1


� ��	 �������	 '
��
∑

wi = 1� 5�	�	 ��	 ��	���* �����	3 ���
������
&
��	 '	 ��'�*� �����	

∑
wi = 1 
� ��
� ���
��	� ��� �
��
����	�� 
� P 
� ���

�	����� ���	� '	 
	�	����* ���� ��	 ���
1	�� ��� �
���* '�
�	 >
+ ����	� ����
SDiv1� �� � ����	 
� ��	� �� � �	�	���� ��	� '	

��� ��	 �����	� �*��	��
�� 
	
�	������
�� 
�+��
���� �������	����	�� �� SDiv 
� �����
+
��4 ��	�	 ��	 �
6	�	��
�������
1���
���� �� ��	 �	� �� �����	 ��
���� �� SDiv� ����	�����
�
 �� ���
����
���� ��� ����� �*��	�� ��� 	3����	� 0	 '
�� ����
�	� ��	
� �	���
�� �	��' 
� �	��
��
"���

"� ��� ��� �������� ����

0	 ����* ���� �� ��	 ���� rPW (x) = Cen(P, W, x) �	�	� '
�� N = 2, S2 = CP 1�
C����'
�
 �	����� 
� ��"�� ��� �����
�
 ��	 ��	�
�� ���������� mz(u) = 1

u−z � ��

C̄� ���� ���� z �→ ∞ �� ��������� Cen� φ(x) = φPW (x) = Cen(P, W, x) 
� �	1�	� �*
���+
�
 ��� y 
�

$"��% y = φ(z);
1

y − z
=

∑
j

wj
1

pj − z
.

5�
� ���� ���'� ���� y 
� �	�������
� 
� (z, P, W )� $��� ���� ��� 
� � ����	� ��
��	 	3�	��
�� �* A �� ���%�

0	 	�����
�	 ���� ��
� �	1�
�
�� �� φ 
� 
��	�	��	�� �� ��	 ���
�	 �� ��	�
��
���������� mz� ���(	�� �� z �→ ∞� $-6$;% ���+	4 �* �
�	�� ��������
��%� φ �	�	���
���* �� PW �

� ����& ,*�* -���� !
�������
	�" ���	���� ��� �� CP 1 �	�
 �	���� �*�� ��	���
{pi, 0 ≤ i ≤ d} = P 	� �� �
� ���� rPW (x) = Cen(P, W, x), �
��� wi = (1−mi)−1�
mi = r′(pi)� .� ����	����� r, (= rPW ), 	� ��	����� ������	��� �� 	�� �*�����	���
��� ����	��	���� 	� �� �
� �	�	��� PW = {(wi, pi)}�

D��	 ���� ��
	��	� ���������
��� ��	 ���������	� �* ��
�
 |P | = 2� ���
�

��	 
�
�	�
	�� �
�� ���+	 ���	'��� �	�������� 5�	 Cen �	��	�	����
�� �� r 
�
��
� ���	 
� 
� 	6	�� � �
�
����
���
�� $������ ����% ��	��	�� �� ��' �	
�		� ��	
��� �
���
�* ��	 ���� �� r ∈��� ����� ��
�
 ���������
���� �* ����
�
 ��	�
��
13	� ��
��� � �
����� A,�B ��� 5�������� A,8B $��	��
��%� �
����� �	
�		� �� �� :�
>	��
�	 ��� 	6����� '	 ������ 1�� 	+
�	��	 ���� ��	 
	�	���	��
�� 
��
 ��	��	�

���
�
� 
� ��	��	� "�� '�� ���	��* ���'�� -�����
� ��	 ����� '	 

+	 �	�	 
�
�	���
����* �
���	��� ��	�	 
� � ����� ���	� �� $:��2% '�
�� �

�� �	 ����
�	�	�
� �	��	� �*������	�� �� ��
� ��	���	���� 5�	 ����	� �������� 
� ���	� �����	� 
�
�	��
�� 2�"� '�	�	 '	 	3�	�� ��	 ��	��	� �	�	 �� ������ ����� ��
�
 � �*���	��
�
���������
�� �� �	��+	� ��	 �	����	 $
	�	���
�
�
 '	

���% '�
�� 
� ���� �	��
�	� ��
��	 ���+����	 �� � ������� ����	��
��� 5�	 ���������
� ���� ����
	� �	�	 ��	 ����
����	 '���	 
����� ��	 ��
���

�� '
�� �	��	�� �� � �����	3
1	� �*���	��
� �����


�&&� ,*,* /
� �*�� ��	��� �� φ = rPW ��� ����	���� �
� pj ∈ P � ���
 �����	�


�	�
 ����	��	�	�� ���� ��� �
� ����	��	�� �� pi 	� (1− w−1
i )� ��� 1− n� ��� φP �

�� ��	 �
�
� '�	�	 wi = 0� φPW 
� '	�� �	1�	�� ��� �
��	 pi 
� ��� � 13	� ��
��
� ��	�	 
� � �
�����
��
�* ���� ��
�	���		 �	��
�� "���

�



0����� K�
�
 $$"��%% �� ��������� Cen� ���	 ���� pi ��	 13	� ��
��� �� f 4 z = pj ⇒
1

y−z = ∞ ⇒ y = z� �	'�
�
�
 ��	 ������ '
�� ������ �	���
����� ��� ���
�


�	�
������� '	 �		 y − z = −z + Ud(z)
Vd(z) � ��
�


∑
wj = 1� '�	�	 d = |P | − 1 =

deg U = deg V �� deg f = |P | − 1 ��� P 

+	� ��� 13	� ��
��� �� f �* !�������
�
#�
�� ����
����� 	+	�* 13	� ��
�� �� f 
� �
���	� D�' �	��
�
 z → pj � ��� ��
�
 y−z =
(y−pj)−(z−pj)� 
� 1 =

∑
j wj

y−z
pj−z � 

+	� 1 = wj(−f ′(pj)+1)⇒wj = (1−mj)−1�

$>
6	�	��
��
�
 
���
�
��* '
�� �	��	�� �� z �� z = pj '���� +
� �@���
���� ��� 
�
���� �	��
	��% �

0	 ���� 
	� �	�������
� ����I $�	�'		� ����
�
 ����	�� �	���
��
�
 �� �	
�		
� ���� ��� ���1
����
��� �� �
�	 d + 1%

• ?+I &���(CP1)→ SDiv1� �* �������	����	���
��	� �� ��	 �������	 �� ����
%���� '
�� �	���� 13	� ��
���4 ���	�* r �→�0 ��	 13	� ��
��� �� r ���
��	
� �����
��	� ����
��
	���

+
�
 '	

��� �� ���+	�
• CenI SDiv1 → &���� �* ��	 Cen ���������
�� �� ���+	� 5�	 ����	� 
�


�(	��
+	 �* $"�"%� 
� ����


�&&� ,*2* -�◦Cen 	� �
� 	����	�� ����
0����� $�� $"��% % &��� 
� M��
��
 ���� 
� �� 	������	��� $��
	���� 
	��	��
� �	��	 ��
��	���% +��
	�*4 &��� 
� �	��	 
� C2d+1 ⊂ CP 2d+1� �* ��
�
 ���*���
�� ��	/�
	���
$�� U, V � ���+	% �� �����
���	�� -��� dimDiv 
� 2d + 1� �* 	����
�� ��"� �� Cen
���� �	 ���� $��	 ��
��	 
��	���
��	 ������	�� ��" &��� ��� ?+ 
� 
�(	��
+	� �

�����1�
∑

j wj = 1 
� ��	 �	����	�� ���������
� 13	� ��
�� ��� ��� r� -���*
�


��
� �� r ∈ Aut $'
�� �
���	 13	� ��
��� % '	 
	� ��	 '	�� ���'�

����00��3 ,*4* .� r 
�� �*����� 2 �*�����	��� �
�� m1m2 = 1�
�����1� $
% 5�
� �	��� �� ��	��
��� ����� ��	 �����
��� 
��	���	���
��� �� '	

���
+
� �	����	�� ��� ��	 �	�������
� ����
 �
�	��
���� FPW ∈.��� �
�����	� 
�
�	��
�� ,� ��� ���	 
	�	����*� ��' ������* ��	 '	

�� 
��	���	���
�� ��� �	 ����	�N
$

% 9� SN � '
�� |P | = 2� Cen 

+	� rPW = r1r2� '
�� r2 
� ��	 p ���� �� ��	 �
	

����� $
� �	��� �� ��	 p + k �	������
�
�� �� ��	 �
	 ��
	���% ��� r1 = � �����
��
�* π ���
��� ����
 ��	 �3
� �� r2 ∈ Aut�

5�	 ����� ��

	�� ��	 �	�	+���	 �� ���
	 	3����
���� 
��		� ��	 ��� 	3����
1/(z − r(z)) 
� �	��� �� 
�� ���	� ��� ����* ��	 ���������
� �	����	�� 13	� ��
��
��	��	� �� ���+	 ���� �� ��	��	� "��� 5�	 ����� '���� ��
�� ��	 ��	 ��������
���
�	�
�� �	��� "�, �� ���+	� 5�
� 
� ��	 ����*�
� ���	����
+	 �� ��	 ���	 
	��	��
�
�������� ��
�
 Cen� 5�	 ���
	 ��	��* ��� ����
��	 ���	� ��	� ����
	� �
�	�* �� ��	
���	 �� �	
	�	���	 13	� ��
����

"��� ����#����� 15�- ��!#�'�  !� �� &+0�!�0!"!�3 �#-  �0�&��� !" '+����3*
O	�	 '	 ����
�	� 	3�	��
�
 ��	 Cen �	��	�	����
�� �� ���� '
�� �	
	�	���	 $
	

����
��	% 13	� ��
���� $9�	 ��� ��
� �
�	���* �� �	��
�� "�"�: 
� ���* 
��	�	��	� 
�
��	 ��
� ��	��	� ,��"�% �� 
�� ���� �����	3
�* ��
� 
�+��+	� � �����
1���
�� �� ��	
����
��	 �	
	�	���
���� ��� '	 '
�� ���* ����
�	� ��	 �
���	��� �� �

�	��� ������
�	�	� �� ��
� 
� ���* � ��	��� �� ��	 ��	��* �� �	
���� �	
	�	���
��� �� ��
� ���	
��	�	 ��	 �����
��� �������	 ��� ��	 Cen �	��	�	����
��I '	 ����
�	� � ���
�* ��
rt ∈ SRatd(CP1), t �= 0 
� ��	 �	
	�	���	 �
�
�� t = 0� '�	�	 � ��
� �� 13	� ��
���
pi(t), pi+1(t) �� rt ����
�	4 p1(0) = p2(0)� ��� '
�� �� ��
� �� ������� ��� '	 ����
��
� � �����
 ���
�*� =�	��
�
 �������	�� 
� ��	 U, V �����
���	� ���+	� $r = U

V %�
�	




� ���	'��� �����
���	� $� �	�������%� ��� �������	�� ���	� ��	 ���
�	 �� PW
�����
���	� ��
�	 �������� 0	 ��� �����	 ��	 ���
�* rt �� �	 ���������
� ��� 	+	�
��
	���
�� �� ��	 �	� Vk �� � �	�
��
� ��
��� 
� �� ��
	���
� +��
	�*� 
� ����
����� ���
k = 1�

$�% D��	 ���� dr0(p1) = m1 = 14 ��
�
 �
6	�	��	 ����
	��� �� ��	 pi�
$"% 0�	� x ∈ V1 ��� dr(x) �= 1 ��	 
���
�
� �����
�� ��	��	� ���'� ���� V1 
�

������� ��� '�	� dr(x) = 1 �
�
����
�
	� ��* ��
�	� �� ��
� ���	 � ��� ��+	
�����
+
�� ��������*� ��� 
� 
	�	�
����* 

+	� �* '	�� �	1�	� �����
���
�� ��	 �����	 ��+	�� �
�	'
�	 ��� 0� �� '��� �����'� '	 ����� ������	
���� '	 ��+	 ����	� � �����	��
���
��� $�* ����
�
 �� ��
� �����	 ��+	�� 
�
�	�	����*% ���� ���� ��	 pi ��	 '	�� �	1�	� �����
��� ������ t = 0� �� ����
��
�
 γtrt '
�� γt 
� -��$CP1%� '	 ��� 	+	� ������	 p1(t) = const = 0 ���
p2(t) = t + O(t2) �	�� t = 0 $�� ��	 �����	 ��+	� 
� ��	 
	�	�
� ���	%�

$,% D��	 ���� ��	 ����
�
�� |dr(x)| �= 1 ���	� ��
�	� 
� ��	 ����* �� ���+	�
	��	
�� ������ ������ �� '	�� �� �
������
�� �� ����������� ��� ��
� �������@� �	
������	� '
�� �
������
�� �� 13	� ��
��� �

$:% �� wi(t0) = 0 ��	� �	
�		 (���� ��� rt 
� ��� ������� D	+	���	�	�� rt(x) 
�
������ 
� t� 
� ��
� ���	� ���	�� x = pi(t0)� $��	�� ��
�
 Cen%� 9� ��	 ���	�
���� ��	
��
	� r−1

t (y) (��� �� t0 ��� ��* y� 0	 ���� ��
� ��	 �����	�
 ��
��	 
���� �� r �� t0�

$;% -� ��	 �	
	�	���	 pi� dr0(pi) = mi = 1⇒ mi, mi+1 → 1⇒ wi, wi+1 →∞�
$�* $"��% %� �� t→ 0� ���


�&&� ,*6* 3�� � �����
 ���	�� �� ������ w1 + w2 = O(1) �� �
� ��
���
������ t = 0� 	� �
� ������� �� �
� wj ������ 	� ��	�� ���
 �
�� 	���	�	��
������ �� 
	�� � ��	�� ��� ��	

� �� pi�

�����1 "�7� 5�	 �	���
��	 '
�� �	 �	��	� � �����	 �� �
�	� �	�	4 ��������	
rt(x), x �= pi ��
�
 CenI �����	 �����
���	� ��
�
 mx �� 
� $$"��%% �� x �→ ∞�
��� x �= pi =⇒ |pi| <∞ ��� '	 '
�� ��	 2(p1w1 + p2w2) = (p1 + p2)(w1 +
w2) + (p1 − p2)(w1 − w2)� '�	�	 p1w1 + p2w2 
� !���� ��# ��	 ������
��

� $$"��%% ��� rt(x)� O	��	 �� ���' ���� ���� �������� �� ��	 ������ ��	
�����	� 
� ��	 �
�
�� t→ t0� 
� ��/�	� �� ���' ���� ��	 
��

0����� �� ��	�	 
� (��� ��	 �	
	�	���	 ��
�� ��	� w1 +w2 = 1−∑
i�=1,2 wi =

O(1) �
��	 i �= 1, 2 =⇒ wi = O(1) �* ��	 �*����	�
� ��� �������	���
$��� ��
�
 ��	 ������
���
�� �� 
	� ��	 	����
�*%�

�� ���	 ��	�	 ��	 ���	 �	
	�	���
��� �� ��	 ���	 t0� '	@�� ��	�� ���� 	���
�	
	�	���
�
 �����	� ��� �����	� ����� ����� 5�	 ����� '
�� �����' �
�	���*
���� ��	 �������	�� �� ��	 ���
�* �� ����� ��� ��	 Cen �	��	�	����
��
��	�	��� D�' '	 '
�� �	�
+	 � �������
��
�� ���� ��	 ���	 '�	�	 ��	�	 ��	
" �	��	��� �	
	�	���
�
 �����	��� 	��� ��+
�
 �������	� ����� ���� 
� ��	
�
�
� t → 0� 
	 '�	�	 ��	�	 ��	 
�1�
�	 '	

��� ����	��
�
 !�� � �
�����	#
$����	����
�� 
� �
�
� ��	�� �* ��	 ������
���
���%� 5�	 �������
��
�� 
� ����

� ��
� ���	 ��	 ���� '���� �	
	�	���	4 
� ����*
�
 $"�7% �	�	� '	 '
�� ��	 �
�	�
�� wi, pi �� �	���	 ��	 $'	

��	�% �����
���
�� �� rt(x) �� 	��� ��������
��
� �����3
���
�� ��� �	 (���
1	� 
������ �� '�	� t→ t0 = 0� '	 (��� ��	

� �� ���' ���� (p1 + p2)(w1 + w2) = O(1)� F�� (w1 + w2) = O(1) $��
� 
�
��	 ��� �� '	

��� �+	� ��� ��
��� �� ���� �����	��% �* ��	 ������
���
����
��� (p1 + p2) = O(1) �
��	 x �= pi� &
�
����*� (p1− p2)(w1 −w2) ���� ���'

��



��4 (p1 − p2) �= 0 �* ��	 �	��	������� �*����	�
�� ��� (w1 + w2) = O(1)
��� 	��� wi ���'� �� �* �*����	�
�� �� (w1−w2) ���'� ��� 5�
� ��� $"�7%
��' 
���
	� rt(x) = x� C����	����	 ��	 ���	 ����� ��� ��� x 
� � ���� 
	
rt(x) 
� ��	 
�	��
�* ���� '�
�� 
� ������� $" �	
	�	���
�
 �����	�� 	���
�� :
13	� ��
��� � �� �	
�		 P"� ��� ��	 
�	��
�* ��� 
� �	
�		 �� �������
��
�

�������	���% �

$7% 9��	�+	 ��'� ���� �� p1 → p2 $'
�� pi �	
�
 �
�
�	 ��
���% '�
�	 ���*
�

�'�* ���� x� (p1 + p2) = O(1) $��
�
 �����
�� �� 
� $"�7%% ��� '	 ��+	
�	����	� ���� (w1 + w2) = O(1) ���+	� �� (p1 + p2)(w1 + w2) = O(1)�
-
�
� rt(x) �= x �� �* $"�7%

$"�"% (p1 − p2)(w1 − w2) = O(1),

��� '	 �������	 ���� |wi| = O(t−1/2)� �� O(t−1) �� ��	 �����	 ��+	� ��
�
�����	� ���+	� 5���� 
� ��	 
	�	�
� ���	 �� � �����	 ��
��� wi − wi+1

���'� ��� ���


�&&� ,*7* (pi − pi+1)(wi − wi+1) = O(1)

0����� 0	 

+	 �����	� ����� �	�	� ���	� �
�
� �� (w1 + w2) �= 0� �	����	
��	 �	���
��	 
� ��	��� 
� �	��
�� "���"� .����
�
 ��
	��	� ��	 �	��� i = 1, 2

� $$"��%%� ��� �	'�
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�� � ������ �	���
������ ��	 
	�� ��	 �*��	� 
�
� ���*���
��� p1p2,p1 + p2� p1w2 + p2w1� w1 + w2� ��
�
�
 �� ��	/�
	����
&������	�� 
���
	� ���� �������
��	 ���
�� �� ��	�	 ��	 ��	� ��� O(1)� ��
���� '	 ��� ������	 ���� w1 + w2 �= 0 
� O(1)� ��� ��	 ���	 ��	� �����'�
��� ��	 �	�� �� ��	�	 !	�	�	����* ���*���
���#� &
���	 ��
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� ��� ��
�	 �
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�	���� ���� '	 ������ ���� �� � �����	 ��+	� �� �	1�	 pi − pi+1(t) �� �����
���� ��
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���* ��	 �������� ���������
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� ���������
�
 �	�����
��� �� &��� ��
� $�
���	 �� ���	� % �����	 �+	� ���*� ��
�
 �	�����
��� �� '	

��� �� ��	 ��
� �
���	
��� 	3����	� '�	�	 ��	 ���� �+�
� '	

�� �	�� ��� �	��	�� ��	 ��� �� '	

����


+	� �
�	 �� �����
+
�� ������

��� ����
�	���
��� $����
��* �	���	� �� �
���
	�� ��

���	 �����	� �� �����	� �	�	%�

"���"� Cen �� ��� �	�
 ������ ��	���� -� 
� ��	 ����� �� $"�)% ��	 �	����	� 1
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$"�,%
1

y − z
=

∑
j

∑
k>0

ujk(
1

pj − z
)k; y = φ(z).

�����1 "�2� 5�	 �����'
�
 ���
�� ��� �	 	��
�* ��	��	�I $
% 5�	 ���* �������
�� 
�∑
j uj1 = 1 $�� ��� ��	 ���	 �� �
���	 13	� ��
��� � $

% 5�	 ����
��
�
�* �� pj 
� kj �

��	 ���
	�� � ���� ���� ujk �= 04 �� 
� ��	 ����� �� $"�"% ��	 �		� ���� 1
y−z ���'� �� ��

z = pj �� ( 1
pj−z )kj � ��� 1 =

∑
kj ujk

y−z
(pj−z)k 
���
	� y−pj = z−pj +O(|z−pj |k)�

$


% C����	����	� ��	 ��	/�
	��� ujk ��	 �	�
+	� ���� ��	 5�*��� �	�
	� �� φ ��
pj� $
+% D��	 ���� ��	�	 ��������� �* wjk = ak−1ujk '
�� �	��	�� �� �� �/�	
�����������
�� az + b �� C� �� 
	� ��	 �

�� 	��
+��
���	 ����	��*� �� ��	* ��	
��� �
���* ���������� $�� ����	�% ��� �	������ 5�
� ��

	��� ���� ��	 �������
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	�	���
���
�� �� ��	 ������ ���� ��� r ∈&��� ���+	� �� +	�* �	
	�	���	 �����
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�+��+	 �	����
�
 ��	 '	

��� 
� �
+
���� �* �
���
���
��� $
� ��	 �	��	 �� ��
&��'����%� $+% D��	 ���� ��	 �	��	�	����
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�	� �� 	��* ���������
��
�� �����
 ���
�
	� �� ��� ���	 j� uj1(0) = 0� 
	 ��	 ����� '	

�� ��� !�	
	�	���	#�
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� ��������� '
�� ��	 (��� 
� �	
�		 ���� ������ �� � 1�	� 
� '�
�� ��	 '	

�� ��
� �	���� 13	� ��
�� +��
��	�� �� ���� ��� ����
��	 13	� ��
��� 
� 
� ��	 +��
��
�
 ��
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��� ���	� ��	/�
	�� ujkj �	��
��	� ���+	 ���� ����	������ �� �	
	�	���
��
�� � ������ ���
�*�

�������I ��	 
�	��
�* ��� 
� ��� �	
	�	���	 �� � ���
���� ��� �� ��+	 ��*
�
�	 �	��	�	����
�� �� ��
� ����Q ��� 
� ��	� �
� 
� �������� M��
��
 ������	� �� ��	
��� ����	� 	+
�	���* � �
�
� �� '	

��� ���' �� �� 
�1�
�*�

"�"� �+�� �� -�(�0��&�#�' %�� � � 	#� (��!�80� "�'�* 0	 
�����	 � �	' ���	
���
� ����� �	�	+��� �� ��	 ��	 +��
���	 ���	 �	�	� �	���	 
�������
�
 ��	 ����
+��
 
���	 ���	� 0	 ��	� �	���� �� ���* ���	� ���	��� �� ��	 ��	 +��
���	 ���	 ���	�
�	��
�� ,�

"�"��� ������ ������ - ����
	�	��� ���*���
�� �����
�� p : C2 → C� deg p = d
�	�	��
�	� � ������ si ∈ CP1 ��� ������
�
 ��	*@�	 �
��
���� '	 ��� ����* ��	��	�
"�� �� ��������� ��	 �����
��	� r ∈��� � ��
	��	� '
�� �*��	��
� '	

���� 	���
wi = 1

d �� si� 5�	�	 
� �� 	�	
��� ���	��*
�
 
	��	��
� ���������
��� A8B � �	��
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�� �� 	3��
�
� ����	� ���� 	3��	��
��4 �	���
�� �� �� �/�	 �
�	 L ⊂ C2 − 0� �� 
	�
p : CP1 → C̄� deg p = d $�L�	
�		%

$"�:% Rp(x) = x− d(p(x)/p′(x))

�* $"��% 
� ��/�	� �� ��	�� $	��
�*% ���� ��	 13	� ��
��� ��� '	

��� ��	 ����	�� $��
� ������ ��������
�� ��
�
 ��	 �	�
+��
+	 �� log(p) ��� ��	 ������
���
�� �� � 

+
�

��	 Cen ���� �
�	���*%� �� ���� ��
� ������� '�� �	�
+	� �* >�*�	 ��� ������	�
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 �� C� H�	
�� '��� �� ��	 
�����	����% �* ��
�	 � �
6	�	�� �	����� +
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�	���� ��� � ������� �*�����+ �����
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+
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��	� �� ��	 ���������
��� �� A8B � 5�	 
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�
 ������

� ���� ��	 �	��	� �� � ��� �	 ���	 ���	��������
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 �* �����
�
 �	
�		 �  �	
�		 

L� '�
�	 ���	� ��	 ��'�*� �	�	��
�
� 
� ���� g(z) = zd−1 ��/�	��

"�"�"� �*������� �	��
�
 Z = Zn� �	���	 ��	 � ����	 �� � �� ����� �� ��
�*� φZ(x) =
Cen(Z, x) = x1−n�

�	��
�
 SZ = SZn �	���	 ��	 � ����	 �� (n − 2) �� ����� �� ��
�*� ��
�	��	�
�* 0,∞� φSZ,W (x) = xn−1 ��� ���	 '	

��� 0� '�
�� ��	 ��� �*��	��
� �� 	+	�
���
�
+	� �� '
�� �	 ��	��� $
� $;�,%% �� ��������	 φSZ(x) ��� �*��	��
� '	

����
��
�
 $"��% '	 
	�

$"�;% φSZ(x) =
−xn−2 + n− 1
(n− 1)xn−2 − 1

x,

9�	 ������ ��	�� �
�	���* ���� ��
� 
� Zn−2 $����
��
���
��% 	��
+��
���� ��� 	��
 
+��
��� ��� ��	 1

x ���� ���� � 
� � 13	� ��
�� �� 
� x = 1� ��� ��	�	 '
�� ��	
�
�	��	��
+	 ����
��
	�� ��� ��	 �*��	��
	� ��/�	� �� ���1�� ��	 +��
�
�* �� ��	
�������� $� �
�	�� �	�
+��
�� �	��
�	� � ��

���* �	��
	� ��������
��%�

"�"�,� ��� ���	����$ �������� ������� �� ����
� �� ��������� ������ ���� 0	 '
�� ����
�		 ���� ��	 ��� r ∈���� ��
	��	� '
�� ��	 ���
�	 �� � ����� �	��
�� CP1 = S2� ��
	��
+��	���* �� ���
����� ���� Ax, x ∈ H3� �	�	��
�	� � ��	��� 	�	�
* �����
�� Er�

� ���� � '�* ���� $
% r(x) �	�	��
�	� ∇Er(x) ��� $

% 13	� ��
��� �� r ����	�����
�� ���	� �� Er� &
���	 9$,%��*��	��* ����
�	���
��� ���'I

�����'!�!�# ,*�9*  	��� � �������������� �	�
 �
� �������	�� !	" ��� !		"� � ��	��
	��� ��	�� x �� Er ���
�1	� r(x) = A(x)� $A �	
�
 ��	 ���
����� ���%�

5�
� ���
+��	� ��	 ����* �� ���
��������� ���� $�� ��	 ���� Ar(x)� '	 ���� ��
�
����	 -��� % +
� ����	 ��	��* 
� �	��
�� ;� D��	 	��	�
���* ��	 ��	 �� ��
�
��� ��
���
�� r 
� ��	��	� ;�,�

5�	 ��
�� �� +
	' '	 ���	 
� ��
� ���
��	 
� �� 
�������	 	�	�
* ��� �	���	 
�
�� r �* � ��		�	�� �	��	�� ���������
��� 0	 ���� ����
� 13	� ��
��� �� Ar(x)
'
�� �� ���
�
���� ��������� ����	��*� 5�	�	 
� � �	�� �������� ��� �����	� ����	
�� ��	 ������
�
�� ���+	4 ��	��	� "�� 
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� ������� ��� � ���
���� ���
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�� 13	� ��
��� ��� ����
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	�� ��	���
�	� �* � �
+
��� WP � 5�	�	 
� � +	�*
�
�	�� '�* �� ��������� ��
� 
��� �� 	3��
�
� ������� ��� � �
�
���� <�� ���������
�
����	��
�� �	1�
�
 ��	 ���� ��	 ����� �*��	� $�
���������
� �� TCP1� �
�
����
�� P % �	�	��
�	� �* WP � �		 ��	��	� :��2� 0	 ��+	 ��� ���� ���	�
�� ���	� ��	
�	+	����	�� �� ��	 	�	�
* �����
��� ��� ��	 ��� ���	��* ����	�
��	 ���� ������
�
��
:�"� ��� �	 ��	� �� � �������� �� ���' ��	 �	�	+���	 �� ��	 �>? 
� ������
�
�� :���

������ �� 
� �	���	� ���
���� ���� ��+
�
 �
+
���� '
�� R�'	

��� �� E �
"�"�:� �������	��� 	� ��� ������* �	����	��� $'	 �����	 ��	 �	��	� 
� ���
�
��
'
�� ��
� ���	�
��� 
� 
� 
�����	� �� 13 �	��
����
* ���*% ���� � �������	�� D ���
TCP1 �� x 
� � �
�	�� ��� D(x) : (Tx, J2

x) → Tx '�	�	 J2 �	��	�	��� " (	�� $��	 
(	�� �� +	���� 1	���% �� x� D 
� ���������
� 
� '�	� 	3�	��	� ��������* �� �����	3
+	���� 1	���� A,�B � D �	��� ���������
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���� ���� �� ���������
� ������ �����
&
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3 +���	� ��	 ����� ��� 
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������* �#�� ������

>	���
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 �* Dz ��	 �/�	 ����	��
�� �����
��	� '
�� Az �� CP1 − z� 
� 
� ���
���� �� ��	�� ���� ��	 ����	�����	��	 z ∈ S2 − x �→ Dz(x) 
� � ���������
� �/�	
���� $��	 	��
+��
���	%�
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+	 �� 	3
��	��	 �� ��
��	�	�� ����� ��� ��	 Ax ��������	��
��� 
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����	� � �*���
��� �*��	� �� � ���
	� ����� �� ����	��
���� ��� '�
�� ��	
�	�
�	� ��������	 

+	� �� �	��� ��	 13	� ��
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5�	 ���
� 	3����	 �� � ���������
� ����	��
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� ∂z �� C� �� 	+	�* ���������
�
����	��
�� �� U ⊂ C 
� �� ��	 ���� ∂z + η� η ���������
� � C����	����	� �
���������
� ����	��
�� 
� ��	 �����	3 �
�	��
�� 
� <��4 $C��	�	�
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���
�
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� +�������* ���
�1	� 
� ��	 �����	3 �
�	��
��%� D�' 
� 
� ����
��	 �� ���	 �	��	
�� ��	 ����	�	�� ����


�&&� ,*��* Ax ������� 
�������
	����� �� x�

5�
� (��� ��*� ���� Ax = A0 + ηx ��� ηx �	�	��� ���������
����* �� x� =�� 
���
�
 �� $"��% ��
� 
� � ���	 
���
��
� �������� �� �		
�
4

����00��3 ,*�,* Cen(x, P ) 	� ��������
	� 	� (x, P ) ⊂ (CP1)n�

"�"�;� �����1� ���	��� ���� .
+	� y = r(x) = rPW (x) �� ���+	� '	 ��� �	1�	 ��
�+	��
	� 
�+	��	 ����

ra(y) = Cen(r−1(y), y)

'�	�	 �+	��

�
 ��	� �*��	��
� '	

���� 9�	 
��	�
��	�* �		� ���� 13	� ��
���
�� r ��	 13	� ��
��� �� ra�


�&&� ,*�2* ra 	� � ���	���� ��� �� CP 1 �	�
 �
� ���� �*�����	��� � P � �� r�
!/
	� ��� ��	� 	� r 
�� ������ �*�����	��� "� /
� ��	

�� wa

i = 1−wi

n ��� ����	��	���

ma
i = 1− n + nm−1

i �
��� �4��
���!�"�

0����� ra 
� ��	���* ���������
� �� �� ��	 13	� ��
��� �� r� ��� ����
����� �� ��	
����	�� �	��	 ���������
� �� CP 1� 5�	 ������� ��� ��	 ����
��
	�� ��� �	 �	�
+	�
�* � ��������
�� �
�
��� �� ���� 
� $"��%� ��
�
 ��	 ����� �� $��� ��� ����*
�
%
�@���
���� 5�	 ������� ��� '	

��� �����'�� ���	 ���� ��	�	 ��	 n + 1 13	� ��
��� ��
��	 ����� ���� 
� 
��		� �� �

- ���	 ����	����� ����� �

�� 1��� ��	�� ���� wa
i = f(wi) ��� ���	 ���������
�

f � ��� �
��	 ��	 ����� ���� �� W a 
� �� f ������ �	 �
�	��� C����	����	 wa
i = 0


� ���* ����
��	 �� �����	 ��
���� '�	�	 wiL�� $RI >� 13	� ��
��� �� ra (����
�� ��	� �	
�		 (��� '�	� r ��� �����	 13	� ��
��� N% D��	 ���� ��	 13	� ��
���
�� r �→ ra ��	 ��	�
�	�* ��	 ���� '
�� �*��	��
� '	
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� '��� �	
�� �� �� 	6��� �� ���	������ � �����
��� ���
���� ���� F � ��
���1
����
��� 
� CP1� ��� '�� ��	�	� �* ��	 ��	3�	��	� �	���
�� �� 	��
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���
���
��
�����	��� �	� F : Cn → Cn� n > 1� �	 ��	 �	�������
� ��� �	1�	� �* ���+
�

$�	�	 w 
� � +��
���	� ��� � '	

��%

$,��%
1

wi − zi
=

1
n− 1

∑
{j:i�=j}

1
zj − zi

; w = F(z).

F ��� � ������� 	3�	��
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�	��
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��	���	���
�� 
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+	� z = (z1, . . . , zn) ∈ (CP1)n� �	��+
�
 zj ���� CP1



+	� �� �/�	 ��������	 Aj = A(zj) ���� �	�	��� ���������
����* �� zj� �� ��	
Aj �	��	� �� ���� wj �� �
� ����	�	�
 ��
���� zi� 
� ��	 �	� 
� '	�� �	1�	� ���
w = (w1, . . . , wn) 
� �	�������
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� z� D��	 ���� ��	 ���������
�� 
� ����������*
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 S2 = CP 1%� 0	 ��'
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�	 ���	 �� ��	 
��� ���������� �� F 4
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$�% N = 2, 3 ���I F 
� ��
+
�� ��� n = 2� $
� �	����	� ��	 ��
�% ��� F 
� ��

�+����
�� ��� n = 34 ��	�� 
� �� ��	 ,�� ����� �� ��
�*� ��� ��	 ��	�
�� 
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+��
���	� F�� F 
� ��� ������ ��� n = 34 '�	� ��� , ��
��� ����
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�
�
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����� 	��� F 
� �	�������
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� ���1
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���
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������* �� � ���1
����
�� �� � ��
�� ��/�	�� 5�	 ���	 ����� ��� Zn ��	
� ����	 �� � �� ����� �� ��
�*� ��� SZn ��	 � ����	 �� (n − 2) �� ����� ��
��
�*� ��
�	��	� �* 0,∞�

$"% N = 4, 12, 20, etc. &������� �*��	��
� ���1
����
��� 	3�
�
� �	�
�� " �	 
��+
��� ��� ������	� 	3�	�
�	��� �	+	�� ���� 
�	���
�
 F 	��
�
���
���	�
��
��� �� ��	 ���	�	Q =	���
� �������� �*��	��
� ���1
����
��� ��	 
�
���� �	�
�� " 	��
�
���
���	� ����������� �� ��	 ������	� 	3�	�
�	��� '	

�
�
��
�	 �� ������ ��
���� �� ����� �� ��	��� Zn� 5�	 ����	� ��	 	��
�* �		�
�� �	 �	�
�� "� ��� ��	
� 
�����
�
�* ��
	��	� '
�� ����� �6 	���� ���
��*
�	��� ��	� �� ����� �
�
�� �� � �*�����+ 	�	�
* �����
��� &���	��	��
����*�
� ���+	� ���� ��* $�����
% ����� �
�
��� Xmin �� ��	 !��
 	�	�
*#
E(X)� ����	��
�� ,�, 
� � �	�
�� " ��������� ��� F � �� ����� �	� A �	 � �
�#�!��-�0 &�� '
�� �	��	�� �� � ����� �	��
� �� CP1 ���� ���� ��� ��
Zn �
	 �� ��	 	������� ��	� A(x) = −1

x̄ � C�� Z �
��
�
 ��	 +	��
�	� �� ��*
�	
���� ���
� P � ��	 �		� ���� ��	�
��  	��
+��
���	 �� F ��� �����
����
�*��	��
	� �� P ���� F (Z) = A(Z)�

$,% -������
��	 ���
��� �� ��������� ��� ���	����� ���� ���	 
��� ������� ��	
	��
+��
���	� �� F �
�����	� �	��'� �� ��/�	� �� ������
�	 ���1
����
���
�* ��	
� �	���� �������� ����	��
�� :�,�

$:% Zn, n > 3, 
� �� �������	 13	� �	� ��� AF 4 ��	 ��* ��������	 ��	 �
�	��
�� 
�
�� �� AF �� Zn 	3��
�
��*� �* 	3���
�
�
 ��	 �*��
� 
���� ���
��� �� '
�� �	
	��
	� �� �		 ��
� 
�����
�
�* ���	�� 
� �	��� �� ��	 �����
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* �����
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�5�&�0� 2*�* =������	I =���
�	� F '
�� |Z| = 4� ��� 
�	���	 Fn(Z0) '�	�	 Z0

��� � �����	 ��
��� z3 = z4� D��	 ���� ��	 ����	� ���* 13	�� 5�
� 
��������	� ��	
�
6	�	��	 �	�'		� '	

��	� ��
��� ��� ����
��	 ��
����

��	���
�
 F ��	 ���1
����
�� ��������� 	��� 
� ���+	�
	� �� � �
�
�	 $��������	%
��
��� �� ���� ��	�	 
� � �*�	����
� g ∈ -��$S2%� ���� ���� F(Z0) = g(Z0)� '�	�	
{gk, k ∈ N} 
� ���������� $
� &9$D��%%�

0	 '
�� �		 ���� ��	�	 
� � ������� ������
���
�� �� ��* Z� �* ��	 ���	��
���� �� >����* ?���	 �	��	�� $�����
��	� �� 	��
+��
���	� �
�����	� �	��'%� ���
��	 	3����	 ���'� ��
� ��� ��� 

+	 �� F 
�+��
��� ��
�	�

R�	��
��I >�	� ��	 ���	 ��*�����
� �������
�
 ��	���	�� ����
� 
	�	�
����*
��� ���
	 ���1
����
��� '
�� � �
�
�	 �����	 ��
�� � $�	����� '
�� ����� ���� ��
�	��� � ����%N =������	 ��* 	+	� �	 
	�	�
� 
� ��	 S��
� �	�� �� ����� ��	 ��*
'	�� 1�� ���� 
	�	�
����*� ��� Z 
� ��	 S��
� �	�� S� ��	 >����* ?���	 ���(	��
���
�� H3 = SO(3, 1)/SO(3)� �� 
�	���	�� Fn(Z)� ��
�� �� 
�1�
�*� �� 
� ��� ���� ��
���	 ���� � �������� �	����	 ��� S� A�,B� ������ �	��+	 �
�	 � 0
	�	� �	����	�
��� ��	 �

�� ��* ��
� 
� � ������

��� +	��
�� �� ������ '���� 9�	 ��� ���	�+	
��
� ��������
�����*� �� �	��� 
� �
����* ����'��	 ��	� ��� �������
����* �	������
�	
��������

R�	��
��I >	���
�	 ��	 �*���
�� �� F � �	1�	� �+	� ��	 �	���� $�� ���	� 1	���Q%�
��	� 
� �*
	�	� 
����	� �������� 	� � �
���	� ���
	��N $�	���� �	����� �� ��	 �
���	
���	��� 
� ��	 �
�� ��� ������ '����% �� (RP1)n �	�	��
�
 
� (CP1)n N

,����� -��	���	���� ��� �	�
����	)��	�� �������	�� �� F �
$�% 5�	 �*��	��
� 
���� SnI F 
� ��	���* 	��
+��
��� '
�� �	��	�� �� �	��� 
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��� �� ��	 zi4 �	���
�
 ��	 +��
���	� ��� �� 	6	�� �� ��	
� �	��+
���
R���
	��
�
� ��� ���
�
 ���� (CP1)n/Sn = CPn� �� �����'� �* 
�	��
�*
�
 �
�	� �� ����� '
�� 
�� �	1�
�
 ���*���
��� F �	�	��
�	� � �����	��� �	�� ���
�� CPn = Poly$���(	��
+
�	�%� $�� ����
�	� 
� ��	 ��������%� ��� 
	��	��
�
�����	 
� �����	� 	�������	�� 
� ������
�
�� ,�7� �� � ��� �� (CP1)n� ���

� �	���� ,�8 �� � ��� �� CPn�

$"% �&�$"�=% ���
��I F 
� ��	�
�� 	��
+��
���� �
��	 
� 
� �	1�	� 
���
��
����*
'
�� �	��	�� �� ��	 ��������� ��������	� 5�	 .L�&�$"�=% ���
�� �	��	���
�� (CP1)n/Sn = CPn� ��� ��	 ����
	�� ��� 
� '	�� �	1�	� �� ��	 ��������
$C����� �����	����% ���'� �� �������
1���
��� �� CPn/G� ���	�* ��	
�����
 ����	�M0,n� �� 
� ��� '	�� �	1�	� 	��� ��	 ���'� �� ����	� ���* ��
��	 �
�
���� ����	 CPn/G� D	+	���	�	��� ���' ��� ��	 �	�������
� �����
��� F :M0,n →M0,n ���� 

+	� � �	�������
� ��� '�
�� 
� $������TT%
������ �� ��	 ���' �� �� D � ��� '�
�� 
� �
�
���� �� C = F−1D − D�
$TT ��� �������	�� ��
�� �� D ∩ C̄%� 0	 �� ��� ���' 
� ��
� ����
1	� ��
� ���
���� ��� �� M0,n� 
� �		�� ��	 	3
��	��	 �� ���� ���� 
� �� ���	

��	�	���
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1���
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���80�& 2*,* 5�	 ��� F : Poly → Poly� ������ �	 	3��	��
��	 �
�	���* 
� �	���
�� ��	 ��	/�
	���� 5�	 ����	 ����	 �	���� �� $��� 	��� |Z| = n% 
����
�
 �����

��� �*��	��
� ���*���
���� 

+	� � ��
	 ��� �	��* ��������� 9�	 '���� ���	
��	�	 
� � ���	 	�	
��� ����	� ���� 	3��	��
�� ��� ��* |Z|� �� �� 	3��	��
�� '
��
� ��	�� 
	��	��
� �

�
1����	� �� �� �	��� � �
�	 ��
��
���� 0	 ����	�� �� ��
�
���	 
� �	��
�� )��� '�	�	 '	 ���+
�	 �� 	3��	��
�� '�
�� 

+	� � �������
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��	�	 ����
�
	�� '
�� ��	 ���	 ���� �	��	� 	3��	��
��� '
�� �	 ������

,���"� 5	�
����� ��� �	���	�	������

��1#!�!�# 2*2* 5�	 ���+��
	�* �� ���1
����
��� Z = (z1, . . . , zn) '
�� � �����	
��
��� 	��� ∃i �= j, zi = zj 
� ����	� ��	 �	�
���� ��� 
�� Sn ����
	�� 
� CPn 
� ��	
�	���	�	���� ������ ��	* ��	 $����% �	���	�D� D ��� � �����
1���
�� �* ���+��
	�
	�
Dα� ��� ����

��
�	� α� �
��
�
 ��	 ����
���
�
	� �� �����
+
�� ����
��	 ��
���� &��	
��������� 
� 
��	��	�����	4 ��� 	3����	 D3 ����
��� �� ���1
����
��� '
�� �� �����
��	 ��
�� �� ����
��
�
�* �� ����� ,� 
	 ��	 ����

��	3 
� $,���. . . 1��%�

D ��� �� ��+
���� ��� 
��	�	��
�
 13	� ��
�� ����	��*4 �
�
����� ��	 $����� 
�	��'
�	% 13	� ��
���� ∀X, i,

Fi(X) = Xi ⇐⇒ ∃j �= i, Xi = Xj .

0	 ���� ��	 �����	� ����D 
���
�	����	����� 
� 
� � ����	��* ���� 
� ���* '	�� �	1�	�
��� �	�� ���� �� ���1
����
�� ����	��

C����	����	� ��	 ��� ��	�� ���� ��	�	 X ∈ D ��	 �	�	��
�
 �� 13	� ��
��� 
� ��	
xi ������	��� ���+
�	� ���� ��	* ��+	 '	

�� �	�� ���� ����� D��	 ��	 �	���
�� ��
��
� �� ��	 	��
�
���
���
�� �����	�� 5�
� ��	� ��	 �	���
�� �� '	

��� �� ����
��
	��

� $"��%4

�����'!�!�# 2*4* /
� �	�
���� 	� �� F�	����	��� ���	���� �	�
 � ���������
�������� !��� �����" �� �
� ���� ����� F�	����	��� ������� D2 = D − D3� ��
����
����	��� Z �	�
 �� ����� ������ ��	���� ��� �
��� wij , wji < 1

2 � D2 	� ����
����	���� �
� ���� �� D �� �
	�
 F 	� �����
�

�� ����
����� D ⊂ D− ⊂ J � ��	 S��
� �	� �� F � '�	�	 D− 
� ��	 ��
�� ��
��	
��
	� �� D ���	� 
�	���
���

�����1 ,�;� 5�	 ����	�� �	1�
�
�� �� ������	�
 �� ��	 �	�������
� ���� �� D 
� ���
� ��
��
 ��	��� ��� '	 ���	 ���� ��	 �������	 ��	���	��� 
� 	3����	 ,�� '
�� ���+
�	
�� �������
��	 ���
�� ��� ��	 ���	 �� ����4 ��	 �������	 �� p3 
� �� 	3����
�� �'�*
���� ���	 ���	� !����	��	� ����	#� limk→−∞ g−kZ0� $�� ���	� '����� '	 ��
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 ��
��� 
� D3 ��	 13	� ��
��� ��� F ��M0,n '���	 ��	
��
	 
� CPn


�����	� � M��
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 �	��	 ����	� �� � ���������� ���
��% D��	 ���� ���� �	��	��	� ��
���1
����
���� γi(Z)� �������
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 ����
 � �&�$"�=% ���
� $,��% 

+	 �
�	��
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�
 ����	��* ��
��� ��� ��	 �	
	�	���* 
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� D3�

5�	 �	1�
�
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 �������� �� D2� ���� �	��
�	� 	3������
��4 	��	��
���*
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� �� ��
��� 
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���	��
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 �� � �
6	�	�� �
�
���� ������	��� 5��� '	 ��� ���* ���	
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���	��	 �
�����	 ���� ���� ��	 ������	�� �� D �	�� '�
�� '	 ����� $��
� ���	�
�	��	 �� (CP1)n ��� ��� CPn%�

,�"� ���&���!"$���+��0!�3 �% F * - ���� 
	��	��
� �������	�
���
�� �� F 
� ��� 
�
��	 ��
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�� CP1 = C̄ ���� ���� Mx(x) = ∞� .
+	� � ����
3 U ���� ���� ∀iΣj �=iuij = 1�
����
�	� ��	 �����
��

FU,i(z) = M−1
zi

(Σj �=iuijMzi(zj)); FU : (CP1)n → (CP1)n.

�����'!�!�# 2*:*  	��� U �� ����� ���
 �
�� i �= j =⇒ uij �= 0�

$�% FU 	� ��������
	� 	� Z�
$"% FU 	� 6���	�� !�� ������� O(3, 1)" ���	���	����
$,% FU,i(Z) = Zi ⇐⇒ ∃r, j, i, st j �= i, and Z ∈ Dijr = {z : zi = zj = r}�


���� Dijr ,D ��� FU �	����	���� ��� FU 	� D�
���
�	����	����
$:% FU 	� �����
 �� Z 	� �� �
��� zj ��� 	����	��� !�� ��	��� ��	��"�

3���
������ 
	��� ��� G : (CP1)n → (CP1)n ���	���	�
 �
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� �	�	��
�	� �* $"��%4 
� ��	��@� �	�	�� �� ��* ����	��*
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� ��	 �	1�	� �* � ������ ����� �	��
���
#���
I .
+	� x, y ∈ S2 ��	�	 
� � ����� S1(x, y) ⊂ S2 ���� ���� S1(x, y) � x, y
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2 |x− y|� ��

��	 �
���	 S1(x, y) �� ���� �� S1(N, S)�
5�
� ���+	� ����

(|dγ(y)||dγ(x)|)1/2 = c′|x− y|
��� ��
� ����
����� γ� ��� (|dγ(y)||dγ(x)|) 
� 
��	�	��	�� �� γ �* ��������* "�:�
���'
�
I

�����'!�!�# 4*;* .� γ ∈(��4=!+�8" ���
 �
�� γ ����	�� �� ��%� !�
� ����� ����
�
����
" 
	��� x, y� �������	����� �
�� (|dγ(N)||dγ(S)|)1/2 = c′|x − y|� !��� ���� ����
����� c′"�

D��	 ���� dγ(N)eN ⊗ dγ(S)eS = σ(x, y) $13
�
 +	����� eN , eS �� ��	 ���	�% ���
�	 �	
���	� �� � ��	�
��  
�+��
��� ���������
� �	��
�� σ �� ��	 ���
�����
���
�����	 TS2

1 ⊗ TS2
2= End(T ∗

x CP1, TyCP1)� $�* ��������* "�: �
�
�%� ��� 
�� �����
�� ���+	� ��� �	 ���	� 
� ��
� �����	 ��
�
 ��	 �������� �	��
��� 5�
� ���+	� ��	
�	���� D�' ��	 ��	��	� �����'� �* ���
�
 ���� −c∂∂̄ log |σ| 
� $�� �� � ������%
��	 ���+����	 ���� �� ��	 �������� �	��
�� $σ 
� 
�+��
��� ��� ��	 �
�
���� ���
���
'�
�	 w 
� 
�+��
��� ��� ��	 ���� 
���	��* 
����%�

�� �����'� �* �+	��

�
 ���� ��� ��	 ���� 
	�	��� ���� �� ��	 	�	�
* �����
���
$�	���� �	����� 
� �	��
�� ,�,%�

� ����& 4*=* ∂∂̄EPW (x) = 1
2w �� P ′� 	� �
� �������	���� ����� ��� ∂∂̄EPW (Z) =

1
2w �� D′� 	� �
� ����	����	���� ����� �
��� w 	� �
� :��
��� ���� ��� �
� �����

����	� �� X = (S2)N �

9�	 ��	���� ��
�
 ��	 ����
�� 	�	�

	�� ���� 
� ��	 ����
 +��
���	 ���	� ��	 ��� 
��	3 �	��
�� 
� ��	 ������	�� $zi % ���
�� 
� �
�
���� '
�� 	���
	� 1

2 �

:���;� �����1�� ���������	��� ��������	� ����� ��� ����
� �� � 
��	����	��� 5�
�
����	��
�� 
���	�� ��
	��	� 
��	�	��
�
 �	���
��� �� ��	 	�	�
* �� ���	� ��������	��
��� 
� 
� ��� 	��	��
�� �� ��	 ��
� ��	��	� ��� ��	 ��� (��� �� $:��:% '
�����
�����

σ ����� �	 �	1�	� �* �
6	�	��
��
�
 ��	 ����� ���
� �'
�	 �� ������	 	��
+��
���
σ ���������� 5�	 ����� ���
� X(x, y, z, w) 
� �	1�	� �� M(w) '�	�	 M ��	�
��
�	��� x, y, z �� 0, 1,∞� >
6	�	��
��
�
 �'
�	�

SX = ∂x′∂z′X(x, z′, z, x′) along {x = x′, z = z′}
�	�	��
�	� � ���������
� ��	�
��  
�+��
��� " ����4 X +��
��	� �� "�� ���	� �	��
��
� �
�
����� ��� ��	 " �	�
+��
+	� ��	�
1	� �
�� ��� ��	 �	��
�
 ���	� �	��� �	��	

� 
� ��� ��
+
���

5�
� �������* 

+	� � �	�������
� �	��
�� �� ��	 ���� �����	� K� 
� ���� ��	 �	��
���� ����	������ �� � ��������	� ���� S '�
�� ���'� �� �� ��	 �
�
����� x = z�

��



5�
� 
� 	��	��
���* ��	 �����
��� �*���	��
� ����� S� �� ��	 ����	 �� 
	��	�
�� ��
H3� 5��� 
� 
	�	���
�	� �� �

�	� �
�	��
���� ���	�	�� ��	 	��	��
�� ��
�� �	
�

$"�:% 
� ��* ���	� �� ����� S 
� (��� ��	 �������� �*���	��
� ���� ��� T ∗S2� '�	�	
S2 × S2 − D =T ∗S2 �	+	��� ��	 Z2 $���
 %�*��	��* 
��	�����

�
 �������� ��
��
� ����	3� E � '�
�� �	�	��� �� ��	 ���
�	 �� � �	��
�� 
� ���	 ���	� ���� ��	
���
����
�� ��� 
	��	�
� <�'���	 <�' 
� T ∗S2 �����
��	� �� ��	 ����� �	��
� ��
S2� 0	 '���	� 
� ��	 ���
����
�� �*��	� 

+	� �* �� �������
��	�* �+	��
	� �
��
�� ��	�	 ��������	� �� (S2)n −D ��* ��+	 
��	�	��
�
 ����	��
	�� �*���
��N

-6 7I C����	����	� σ �������* ������ ��	 �/�	 ��������	 �� CP1 − x4 

+	� �
+	���� v �� y� σ ���+
�	� � 
����� ���������
� ��	 ���� �� CP1 − y ��� ��
� �	 
�	��
�	� �� �/�	 ��������	 '�
�� 
� 
��	�	��	�� �� v� $Ty �	
�
 ��	 �
�	��
����%�
�� ���� 	+	� 
� �

�	� �
�	��
��� '	 
	� ���� S � ���
� �� ��	 ����� ���
��*
�

C���	�
��� ��� �	�	��
�
�
 Ax� - ��
��
 ��	 �/�	 ��������	� ��	 '	��	� ���� σ�
=���� σ �
�
����* �	 ������ ��
�
 AyN F* �����
�
 ��	 �	����� ���+	� $�� ��	 �	��
����� ���
�%� �� �	��+	� S 
� ��/�	� �� ��������� ��	 ����� ���
� ���� Ax� ��� ��
� 
�
��
+
�� ��
�
 x = ∞� 5� ����* �	��+	� σ ��	 �		�� �� ��	 ���	��
�
 	��
+��	�� ��
��	 ��������� ��������	 �� 
�� ���������
�� 
���� $��
� 
� ����
��	� ��� 
���
�
�

� $:��2� 2�)%� ����
��* �� �	 �
�����	� 	��	'�	�	%�

:���7� 0��� �� E � ����
� �� � 
���
������ �������	��� 0	 �	���� ���	 ���
� �����
�� 
	��	��*� A�2B4 � �	
�		 � ���*���
�� �� C2 
� � �	��
�� �� ��	 $ �% �� ��'	�
�� ��	 �������

��� �
�	 �����	� τCP1� ?+	�* ���������
� �
�	 �����	 LCP1 =
τ−d 
� �	�	��
�	� �* 
�� �	
�		� d, �� � ��'	� �� ��	 �������

��� �
�	 �����	 $
�
�$CP1%LZ4 ��	 �	����	�� .����	��
	�� �	��
� ��	��	�%� 
� ����
����� ��	 ���
	��
�����	� TCP1 =τ (−2)CP1 �* ������

��� ����
�	���
���� 5�	 ���+����	 �� LCP1 
�
(−d)w = c2

√−1∂∂̄ log |s| ��� ��* ���������
� �	��
�� s �= 0�
0	 ��+	 �		� �	���
��� �� 	�	�
* �� ��� � ��	��	� :�: ��� �� ��� �� ���*�

����	��
�� "�"��� 5�	 �	���
�� �� 	�	�
* �� ���* 
� 	+	� �
���	� $��
�
 ����
	�	���
�����
���	�%4

�����'!�!�# 4*�9* log |x− y| 	� ����� �� �
� �����	�� h = c3 log |(x1y2− x2y1)| ��
C2 × C2 �����	���� �� S3 × S3 ��� ���
�� ������� �� CP1 × CP1�

0����� (x1y2 − x2y1)2 
� � ���������
� �	��
�� �� ��	 �����	 O(2)⊗O(2) =TS2
1 ⊗

TS2
2 +��
��
�
 �� ��	 �
�
����� ��� ��+
�
 ��	 ���	 �
+
��� �� σ� �	��	 
� 
� �

����
��	� λσ� C����	����	 '
�� �����
��� �	��
��� O(2) ⊗ O(2) =TS2
1 ⊗ TS2

2 ��

���	�	�� �����	�� �* �*��	��* ����
�	���
���� �

5�	 ���� ���'��� 
� 	��
�* (���
1	� �* S1�
�+��
���	�

� ����& 4*��*  	��� W ������ ���� Q, ∃Φ, EPW = α log |Φ| ��� α ∈ Q ��� Φ
� �������	�� �� (C2)n �� ������

�����1 :��"� 5�
� �	��� ���� 	3��	�� �� 	�	�
* ��	 (��� ��	 	3��	�� �� ����� ��
����
	�	��� ���������
� ���*���
��� �	���
��	� �� (S3)n�

-� �� 
��	�	��
�
 ��
�	 �	���
�
 ����	 ��	��* �� ����
���������
� �����
��� ��
13	� ��
��� �� AF �� F24

����00��3 4*�2* ∂∂̄E(Z) = 1
2w� Z ∈ (S2)n − D$ w �� ������ .� ���� E 	� �

���	���� ����	���
�����	� �*
����	�� �����	�� �� (CP1)n − D� !�
� �	�
����� ��
�	���	�	����" �� 	� 	�� ���
������� �� �
� Sn ����	��� CPn −D�

D��	 ���� '	 �	���	 ��	 ����	 ��	��* �� E �� ��	 ������

��� �	����	�� ��	��	�
��� ��	 ��	 +��
���	 ���� 
� $;��%� 5�	 ��	��
�� �� � ����
+��
���	 �����
 
� ����

��



��

	��	�� 5�	 +��
��� �	���
��� �� 	�	�
*� ��� ��� ���* ���+
�	� �� ��
� ��
��
��	���* �	�+	 ���	��
�
 �� �	 �	�
�	� ��� '	 '
�� �
����� �	��' ���	 
	�	���
���
���
���� ���	 ����	� �� ���'
�
 ��	 ���� �
����	� �� �		�� �
�	�*� 
� +
	' �� A,7B ���
�	�	�	��	� ��	�	
�� ���� ��	 �	���
�� �� ���* �� E '�� ���'� �����
����*� ��� 
� 
�
�	���
� ���� $:��%$
% '�� ���'� �����
����*� ��� ��	 !
	��	��
�# ����� '	 

+	 
�
�������* �	'�

:��� ��##�"�!�#' �#"�-!#� &��'* 5� �����	 ��� ����� �� ��	��	� ,��" '	 '
��
�		� $������	 ������
�
�� :�� ��� ��	��	� :�:%

�����'!�!�# 4*�4*  	��� � �����
 �����	�� E : U ⊂ CP1 → R� �	�
 �����
FE(x) = −∇xE(x) ∈ TxS2� ��� 	�� �����	���� ���� rE(x) = AΠ−1

Ax(x+FE(x))� rE

	� 
�������
	� 	� �E = 1
2 �

D��	 ���� ��	 ����	�����	��	 
� ����� 
� S2� �� ���� ��	�	 
� �� �		� �� �	���
��
�� �����
��� �	�	� ��� '	 '
�� ���+	 � 
	�	���
�	� +	��
���


�&&� 4*�6*  	��� � �����
 !�����" ������ ���� F : U ⊂ CP1 → R� 	�� �����	����
���� rF � 	� 
�������
	� 	� DivF = − 1

2 �

-� ���+	� rF 
� ��	 ��� ��������* �����
��	� �� F � �		 $$:��%%� 0	 
�	��
�* ��
����� ��	 ����	 �� $�����% ��	 ����� η ���� ���� 2d∗η = 1 '
�� ��	 ����	 �� F ��
���+	� ��
�
 ��	 �	��
� �� S2� 0	 

+	 �'� ������ �� ��	 �	���4 1��� � �
���	
��������
�� ���+
�
 ��	 " ����	�	��� ���+	� �����'	� �* ���	 
	�	��� ���	�+��
���
������
�
�
 ��	 �	���
��� �� ���� �� ����	��
��� �	��
�
 �� �� ���	����
+	� ���	

	��	��
�� ������ D��	 ���� ��	 
	�	���
���
��� �� $:��:�:��;% �� ���������
� ����
'
�� 13	� ��
��� � ����'
�
 ��� 
�����	� ��
��
���
� ���	� �� E� �����'� �* �	��+���	
�
�
����
�
	� ��� ����
��
�* �� 13	� ��
����

0����� .
+	� � ���������
� ��� h(x) = y� �� U � ��	 ����	�����
�
 ���� $�� +	����
1	��% 
� u(x) = −c∂|y=h(x) log |x − y| '�	�	 ��	 �	�
+��
+	 
� ���	� '
�� �	��	�� ��
x ���* $
� x − y%� ��	 �����
���
�� �� h(x) ���
�
 ���	� ��	 �
6	�	��
��
��� $D��	
���� ��
� 
� ��� � ���������
� ����%� D�' ∂̄u(x) = −c∂|y=h(x)∂̄ log |x− y| = − 1

2w

�	����	 ∂̄h = 0 ��� �* ��	��	� :��� 5�
� ���+	� ���� 	�� ��� 	� �����'� �
�	���*
�	����	 ��	 ����	�����	��	 
� � � ��� ����4 �� �		� �* �����
�
�
 ��	 ���������
���
��
�
 '	�� ���'� 
����� �����3
���
���� �� ���������
� �� ������
� �����
��� �*
���
���� �����
��� � �

9�	 ����� ����	����� �� ����	��
��� ��
�
 ��	 �	+
 =
+
�� ����	��
�� �� S2�
��� '	 
	� � �
�	 
	��	��
� 
��	���	���
�� �� ��	 ����	�	��� ���+	 
� �	��� ��
����	��
���� �� '	�� �� �� ���	����
+	 ����� � 5�	 �	�� �� ��
� �	��
�� 
�+��+	� ��	

	��	��* �� ����	��
���� ���*�	���� 	��� ��� ��	
� �	���
�� �� ��� � ��	 �	��	�
'���
�
 �� �		 � ����� �� ��	��	� ,��" �� ��
���* �� ����
��	 ��* ��
� �
�	���* ��
��	 �	3� �	��
�� $'
�� � ��
�� 
�
���	 �� �	��
�� :�,%�

0	 �	3� ����
�	� ������* <�� ���������
� �/�	 ��������	� '
�� �
�
����
�
	� ��
zi $'	 ��	��	���* ��	 M ����	� ���� � 
� ��	 �	�� �� ��
� �	��
��� ��� 13	� ��
����
'
�� x �� � +��
���	 '�	� �	�	����*%�


�&&� 4*�:* /
� ����� L �� �	�
���� 
�������
	� !>��" �#�� �������	��� ��
T (CP1 − Z)� �	�
 ������* ���������� λi �� �	�
����	�	�� zi 	� 	� �����	��� 8�8
�������������� �� �	�	���� WZ �	�
 ���� ���� �
��� λi =

√−12wi� /
�� ��� �
��
������� �� DWZ �

��



?3
��	��	 ��� ��
��	�	�� �� ���� ����	��
��� ��	 �
�����	� 
� A2B ��� ��� ����
�	 ����
�	� ���� ��	 �����'
�
� $��
�
 ��	��	� "��% ��� ��
� ���+
�	� �*��	�	� �*�
�����	��� ��� DWP +
� rWP 
� Cen �����

��1#!�!�# 4*�7* .
+	� D ∈ L� L2R : L →��� 
� ��	 �	�������
� ��� �	1�	� �*
r = L2R(D)� ���� ���� ∀x ∈ CP1, Ar(x) = D(x) $�� ����	��
��� �� x%� 
�	��
�*
�


��	 �/�	 ��������	 Ay '
�� ��	 �/�	 ����	��
�� �� CP1 − y�
5�
� ���	� �	��	 �� SN 
� ��* �
�	��
��� ��
�
 ����	��
��� �+	� R� ��� 
� 
�

���* ��� N = 2 ���� '	 ��� ���� ����* ��	 ���������
�� ��
�
 ����	��
��� �+	� C�
��� ����
� ��	 �	�������
� ��������	�

� ����& 4*�;* L2R 	� ����������� ��� 	� �������� �	�
 �
� �����	��� 8�8 ����
������������ �� L,���� �� �	�	����� !�� 	� �
� ����� ����� ��� !2�8" "� ?2� 	� �

�������
	� 	������
	�� ������� L ��� ��� ���� ���� �
� ��
������� �	�	�����

r = L2R(aD1 + (1 − a)D2) 	� r(x) = M−1
x (aMxr1(x) + (1 − a)Mxr2(x)) �
���

ri = L2R(Di)� �	�
 Mx �� 	� �
� �	��� �������	�
 !+�<"�

C�� ���	 �� ��	 ���� ��
�� �		 �������	��� �	��
�� <� 0	 ���� ��
� ���������
��
�� r 
� �	��� �� ri ��	 ����	���	�� ��	��	���4 
� 
� ��	� �� ��	�� �� �
+
���� 
���
�
	�	� �� ���
�
���	 ������ 
� �	��
�� <� �� '	�� �� 
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��	�* �������	 ���� ��	 ����	��	� ����	� �� �	��
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�� ��� 	

	�+���	� 
� [−1, 1]� ��� �
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�� ��* �	�����% ��
��� s ∈ CN ⊃ Z1, '�
�� 
� ��� �
��
�� �� Z� ��� '�
�� �	��	�	��� ��� �� Z2� 
	 ��	 ����	� 
� CS $�� s = S 
� 	6	��%�
5�
� �	
�
 $��� Z1% ��	 !�
��
�
 ����# �� Z� ��	 '	

���� W (CN )� ��	 
��	�
�	�
������
�
�*� ��� +
�	 +�� ��� n ∈ CS � 	��� &� CN − s 
� 
� � ����� ���� �� N �
'
����� ���� �� 
	�	���
�* �
F 
� �	1�	� �� C∗ = CN , CS ��
�
 ��	 '	

��� W (CN )�W (CS)� �� ������ ��� '	

����� ���� ��	 �	���
��
��� FN ,FS � F�� ��	 
��
	� DN , DS � ��* ��+	 � �
6	�	��
������1
����
�� ��������	� '�
�� '	 ��' ����
�	�

CN−s = CNN∪CNS '�	�	 FN �	��� CNS �� S� $!��	 	+
��	� ����# �� !�	�	�����#

� ��	 �
�	�% ��� CNN → DN ⊂ S2 − S� ��� +
�	 +�� ��� N ←→ S� D��	 ���� ��	
	+
��	� ���� 
� 
	�	�
����* 
�
�
 �� �	 	���*� ��� ��	�	 ��	 �	���
��* ���	� '�	�	 
�

� �����
+
��� -��� ��	�	 ��	 ���� F∗ : CNS → DS ⊂ S2−N �� ��	 
��
	 F(C∗) =
D∗ = DN , DS � '�	�	 DN 
� ��	 ��
�� �� ��	 " �
	�	�� FN(CNN ) ∪ FS(CSN ) (���


+	�� �� '	�� �� ��	 ��	�
�� ��
��� s� �	��	�	��
�
 ��	 ������� �
��
�
 ���� �� Z�
5�	 F 
��
	 �� D∗ 
� �	1�	� �
�	'
�	�

$TT 5�	�	 
� �� �	��� ��	 ��+
��� �	���
��
�� �� FN �� CNS 4 
� ���� +��* ���� 
�����
����*� ����
� ��	 ����	 �� ���1
����
��� ��� '�
�� CNS 
� �����
+
�� '
�� �	
�� +	�* ����� �
�	��
��� 0	 ���	 $��� 	3�	��% ���� ��	 ���(	����	 ���+	 ��	� ���
�	��
�	 ��* ��	�
�� ���'�	�
	 �� ��
� ����	� ����%

�� ��
	� ��	 DN 
��
	 �� C 
� �	�	��
�	� �* F �� CN � �� ������ ��
	��	� '
��
�� $	��	��
���*% ���
����* �
	�	 ����	�����
�
 �� ��	 ���� �� CS ���� F 	+
��	��

�	



7� $���������

0	 ��	 ��	 �	�� �������	�� �� �	�	� ��
�	 
	�	����* �� �� ��	����� ���� � ����	
�� ����� ���� �� Ras ⊂ Maps(CP1 �) $��	 ����' 
��
���
�
 �	�� ����%� �� ��
	��
��	� ����	 �� ����� ���� �� GRas ⊂ Maps((CP1)n �)� 0	 �
����� � +	�*
��	�
1� ���� ���������
�� �	�	� ���	� �� Cen� '
�� ����
���
��� �� ��
��
���� ���
1��
�
 ����� �� ���*���
��� �� ��	 +��
���	� �� �	�
��
� ��
��� �� r ∈ Rat� ��
��	��@� ��+	 ��* ��	�
�� �	���
�� �� ���	� ����	��
�� ���
��� 
� �*���
��� �*��	��4
��� H�	
�
�� 
����� �� �
	���� ������	 ���
���
���� F�� '	 ��� �	

� �* ���
�


���� ��	 �
�
���� �
��
�
 r�PW : (CP1)n � �� rPW 
� �	1�	� �* r�PW (z1, . . . , zn) =
(rPW (z1), . . . , rPW (zn))� ��� ���� ��	 �������	�� �	�� ����	�� r�PW '
�� FU � ���
�

�� ��	 ���	 ����	� '�	�	 ����	���	�� 
� ��	 Cen ���	� ���������
�� 
� $:��2%� ��
����� �* ����
�
�
 	��� ������	�� Fi '
�� r = rPW '
�� �������
��	 '	

���� 0�
'	 
	� � ���� �	���	� S(r, W ) : (CP1)n � '�
�� ���	� 
�	���
�� 
� �������	� ��
�	�	��
�
 13	� ��
��� �� r� 5�
� ��	��@� �*��	�	��� ����' ��� �����	� ��
���� ��	*
����� �	 ����'	� ����� ��� ���	 ���� ��	 13	� ��
��� �� r(x) ��	 
���
�
��* ���*
�

��	 ���	 �� �����	� ��
��� �	�	�

0	 ��	 �����
�� �� ���+	� ��� '
�� ��	�
�� '	

��� wi,r = wir ��� r4

� ����& :*�* ?��

S(r, W ) = S(r, k; W )(x1, . . . , xk)i = M−1
xi

[wi,rMxi(r(xi)) +
∑
j �=i

wijMxi(xj)]

�
��� Mx 	� 6���	�� �� 	� !+�<"� /
�� S(r, W ) = FPW ′ �
��� r = φPU � wij

��� 	��	��� i, j, �� X ��� �
� ���� ��� ���
 S,F � ��� wik(F) = wiruk ��� 	��	��� i
�� X� ��� k �� P � �
��� w(F ) 	��	����� � ��	

� �� �
� ��� F �
%������ �
�� k ≤ deg(φ) + 1 = n + 1 ��� �
�� φ = φP 
�� �������	� ��	

���

�
��

S(φ, k)(x1, . . . , xk)i = M−1
xi

[nMxi(φ(xi)) +
∑
j �=i

1− n

k − 1
Mxi(xj)]


�� Pk ⊂ P �� �� ���������� ��� ��� ���� �	�
 |Pk| = k�
.� ����	������ 	� φ = Rp� �� 	� !!2�9"" �
�� S 
�� � ���	� �� �������	��� ������
���

�� � ������������	�
 ����
����	�� �� ����� �� p�

0����� 5�	 '	

�� �������	 �����' �
�	���* ���� �	1�
�
���� '	 ��	 (��� ���
�
 �/�	
�
�	�� ����
���
��� �� �
+
���� ���	� ��	 	��
+��	��	 
� $:��2%� wir �	��	�	��� �
�	����
�
 ������ ��� ��	 '	

��� �� ��	 �
+
��� �� r� �	���� ���� � �����	� ��
�� qi


� F(X ; Q; W ) 
� ���	��������
�
 ��� xj 
6 ��	
� (�
�� '	

�� 
� ��	� 5�
� 
� ��	
���	 
� ��	 ��	

��� �������	�� �� Rp ���������	� ���+	� D��	 ���� '	

��� W ��
��	 xi, xj 
��	����
��� ��+	 �		� ����	� �� �	� ��	 '	

�� ���� 	���� �� ��	� ��
�	��
�	�� $��
�
 ��	 ���'� '	

��� �� Rp%� �

D��	 ����I xi, xj ��	 �������* �	�	��
�
 $�	�� ��	 �
�
����%�
5�	�	 �		� �� ���+
�	 
��� ����
���	� ��� 
	�	����* ���+	�
	�� ���	�* 
�	�� 

�
+	 ��
��
���� $�� � ���
	 �
�	��
���� ����	% ��� 1��
�
 ����� �� ���*���
��� ��
��	 +��
���	� A")B� 0
�� � �
���	 ���	 	6��� ��	 �	���
��	 
	�	���
�	� �� 1��
�

�	�	��
�
 $��� ���% 13	� �� �	�
��
� ��� �� ��* r(x) 
� ��� �� CP14 '	 �		� � ���
�
�����3
���
�� �� ��	 ����
��
	� �� ��	 �	�
��
� ��
�� �� �	 ���	 �� �	� '	

��� ��� S
�������
��	�*� ���� ���� ��
��� �
	 
� ��	 S��
� �	�� S� ��� ��	
� ����
��
	� 
� ����	
�� ���	 �	����� +���	� �	�	��
�	� �* ��	 O������6 �
�	��
�� �� S� ��� ��	 �	�
���

��



>�*�	 ��� ������	� ���������	� RP 
� ��	
� '��� �� � +��
���	 ���	�* 
�	���
+	
����� 5�	* ���	� 	3��
�
��* ���� RP ��	��@� ���+	�
	 �� �����4 ��	* ��	 ������	�

13	� ��
���� 5�	* '	�	 
��	�	��	� 
� ��	 ����
�
�
�* �� 
�	���
�
 � �
�
�	 +��
���	
��� �� ���+	 ���*���
�� 	����
���� '�
�	 �	��	��
�
 �	���
� 
���� ���
���� �		 ����
A;B� 0	 ��+	 ���'� ���� ��
�
 ��	 �+	��

�
 �	���
��	 �� Cen 
� 
� 	��* �� �+	����	
��
� �����	� 
� ��	 ����
+��
���	 ����	3�� '
�� �������
��	 '	

��� ��� S(r, k; W )�

5�	 	3
��	��	 �� �� ��
��
��� ��� ����
�
 r ∈ Ras(CP1) 
� ������ ����� $"��%�
�* ���������
�
 ��	 ����	��	� S ∈ Ras((CP1)n) �� 1�� 
�� 13	� ��
��� � 
� ����

��	�	��
�
 '�� ��	 &���	 ���	� �� ��������
�� �+	� ��	 �	���� 
������ �� 
� 
� +
	'	�
�� � �	�� �����
�	� ���	� �� ��������
��4 ��	 ����	��
�� ���+
�	� � ���������
��
��
�
 ���* ���
���� �����
���� $
� �	+	��� +��
���	�% ���� 1��� ������ ����� �� ��	 
+��
���	 ���
���� ����� D��	 ���� ��	 ����	��
�� �	���
��	 ��	��� ��	 
���� r ��
� Y�������3Y4 '	 �	+	� �		� �� �������* ������	 �� ���
�����	 
�� ��� ���* ��	
	+�����
��� �� r(x)�

)� (������������
���� �
 F �
�� ������ �	 ����
��	 �� 1�� �� 	3��
�
� 	3��	��
�� ��� F �� � �	�� ��� �� ���*�

�
��	 �� �*��	��* ��	��
�
 ������ �� ��
� �	+	�� 0	 '
�� ���+
�	 � ����	� ����
	3��	��
�� �� ��
� �*�	� ��
�
 �	��������� �*�+	��	� ����
�	� 	��� 0	 ���� 1�� ��	
$
	�	�
� ������

���% �	
�		 �� F �	��'� �� (CP1)n� $����
� ��� ����� 
� ��� �	���*
��
	���
�% ��� 
� 
� ��	���* ��	 ���	 �� CPn4 ��	
��
	� 
	�	�
����* '��@� ��+	
�	����	� ��
��� -� 	��* �	���� �	���
�
 Cen �� ���� ���+	� 
� ���� 
�����	� ���
���
+��
������ ���	� 
��� �	�	 
� �� �	

� � �
�����
�� �	���
�
 ���������
��� �	�	 ��
�	��	�	����
�� ��	��*4 ���* ��
��
�	��	� ���� ��+	 �� ��� �		� ���	�+	� 
�+��+
�

������* Cen� �
6	�	��
��
��� �
���
�
������ ����
�*� Rp �� $$"�:%%� '
�� �		� ���	
������� 
� ��
� �

���

)��� F �' ��'+0��#� * 9�� 
��� �	�	 
� �� 	3���
� ��� ���+	 ��	 �����'
�
 �������
��� F �� � �����������
�� �� ���*

$)��% F(p(z)) = q(λ) = RSLTz(p(z), λp′′(z)− zp′′(z)− 2(1− n)p′(z)),

'�	�	 ��	 �*�+	��	� �	�	��
���� �	��
���
�� �� ��	 �	������� $�&�5% ��� �� �	 ��� 
������	� �� �	<	�� ��	 ������� �	
�		� �� ��	 ���*���
�� 	���
	�4 ��	 �	��
�
 ���	�
�	��� 
� ��	 �������� �� ��	 �	���� 	���* �� ��� ������ ��	 �� ��	 ������ �� "�
$��	 �������������	�� ������ �������* �	 �	���	� �� �
���
�� 	��
+��
���	 �� F% ���
��	 ��� ����	� �	��
�
 ���	� �	��� �	�'		� ��	 �'� �	������� 	���
	� $�� ��� ��	
�������� �
���
�
���� ���������
��% ��� '	 �
����� �	��' ��	 ����	�� ����� �	
�		

� ��	 ��	/�
	��� ������
�
 ���� 
� 
� "� ,� D��	 ���� ��
� 
� ��� 	3��
�
��* �� 	��
 
+��
��� 	3��	��
��4 ��	�	 
� � ���
�	 �� �����
���	� ���� 
� ���
�
 �	�
+��
+	� ���
��������
�
 �	��������� D	+	���	�	�� '	 ���+
�	 ���	 
���
��
� �	���
��
��� �� ��
�
��� �	��'� ��� 
� $,�8%�

0	 1��� 

+	 � ����	� ���� 	3��	��
�� ��� F(Z)i 
� �	��� �� ��	 ���*���
��� p�
��� zi ���� ���� ∀i, p(zi) = 0� ��� 
� ��	� ��� ���
��* ��	 �*��	��* �	����� ����	�
���+	4 '	 ��	 ��	 
��
+
���� ����� zi 
� Z� 	3��
�
��*�

$)�"% F(Z)i = zi + 2(1− n)p′(zi)/p′′(zi)(=def g(zi)).

5�	 	��
	�� ����� 
� �� �	'�
�	 p 
� �	��� �� �������� ��� �������* ��	 ��	 ���
d
dz log(p′(zi)) '�
�� �
���
1	� ���� �
��	 p(zi) = 0�

��



D��	 ���� p, h ��+	 � ������ �	�� 
6

$)�,% RSLT (p, h) = Πp(z)=0(h(z)) = 0,

�� ��	 	3��
�
� �	
����
�
 �� ��
� ������� 	3��	��
�� 
� (��� ��	 ����� �*�+	��	�
�	�	��
���� 	3��	��
�� �� ��	 �	�������� D�' ��	 ���*���
�� q = F(p) = Π(λ −
F(Z)i% ��� ��	 ���� �� � ����
	�� �� �	��������4

Πp(z)=0(λ− g(z)) = Πp(z)=0(λp′′(z)− zp′′(z)− 2(1− n)p′(z))/Πp(z)=0p
′′(z) =

= RSLT (p, λp′′(z)− zp′′(z)− 2(1− n)p′(z))/RSLT (p, p′′).
�� ��	 �O&� λ ������ �	 �	
���	� �� ���� �� ��	 ��	/�
	��� �� � ���*���
�� 
�

z� ��� 
� 	��	�� ��	 �*�+	��	� �	�	��
���� �� ����� 5�	 ���*���
�� q(λ) ���
��
��	��@� �	�	�� �� ��	 �	���
��������	 ����	� 

+	� (��� �� 
��	�	+��� C∗ ������
�� q� ��� �����
�
 
� 
�	���* �
���
1	� ��������
�� �� q� 9� ��	 ���	� ���� ��
�
������ �		�� �	�	����* 
� ��	 
� 
��	�	��	� 
� sl2C 	��
+��
���	 �� �����	� �� psl2C
	��
+��
���	 $�		 �	����� �	��' �� ���� �
���%�

5���

F(p(z)) = q(λ) = RSLTz(p(z), λp′′(z)− zp′′(z)− 2(1− n)p′(z)).

deg p = d 
������		� ���� deg q = d �� 
� ��	�� ���� $$)�,%%�

)�"� ����0��!"�0 ������ �% F *
� ����& 7*�* /
� ��
��� �� Fn != F �� (CP1)n" 	� (n− 2)!�

0����� 0	 ��������	 ��	 �	
�		 �� (CP1)n� �* 
�����
�� �� ��	 ����	�� n� �� ��
����
&
��	 ��	 ��� 
� �	�������
� ��	 
	�	�
� ��
�� ��� �	
�		 � ��	
��
	�� �	���� ����
(n−2)! ��� �		� ��	��	� $�	��
�� ,��% ��� n = 2, 3� &�����	 Fn(Z) = Y ��� (n−2)!
�����
���� C�� ��	 
�����
+	 ��	�� '	 
�������	 � 
	�	�
� �	' +��
���	 ��
�� yn+1


� ��	 ���1
����
�� Z� ��� ����� �����
��� �� Fn+1
t (Z, zn+1) = (Y, yn+1)� ��
�
 �

����
��
�* $�������*% �	����� '
�� t �����	��
�
�
 '	

��� W (t, n + 1)� ����	�
���� ���� ��	 �	' ��
�� 
� 
�������	� '
�� '	

�� ����	 �� �	��� 	��� wi,n+1(t, n +
1) = t/n� ��� ���	� '	

��� ����	 �� ����	 �� Fn� �� ��� t << 1 �����
��� ��	

	�	�
����* $�		 �	��
�� "�� �	����� �� ��
�% ���* �	�����	� ��

���*� &
��	 yn+1


� �	
�		 n − 1 
� zn+1� $"��%� Fn+1
t (Z) = Y ��� (n − 1)! �����
��� ��� t ������

0	 �������	 Fn+1
t �� Fn+1, t = 1� �* �����
�
 W ��� Y �� �� �� �+�
� ��	 �	��

���
�	��
�� " �	� �� '�
�� Ft ��� �	
	�	���	� $
	 D3 '�
�� 
� �����	3 ���
�	��
��
" 
� ���'� �� ��� ��	 
��
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�	��
�� �� �		 �	��
�� ,�7 %� �
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�
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f : V → V ∗ �* ���+
�
�
 � �����
��� ���
���� ��� f∗
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	3�	��� f �� CP2�
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��	� �	��
� �� �
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� ����& 7*2* GV (p) �*����� ������ V �*���� ����	��� �� �	�
����	�	�� ��� >�*
��	���� ���
 �
�� GV (p) �����	���� �� V 	� ����	���� �
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V ∗� 3���
������ GV ������	��� V ��	������

!&�	��� �� �����YI .
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+��
���

-� � ��	�
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���* $��� ��
����
��% 	3����	� ���
�	 ���� ��	 ����	�����	��	 R :
Polyd → Ratk, k = d − 1 ��� �	 +
	'	� �� � ��� P (R) : SymdV ⊗ SymkV → V

�* 1��� �
��
�
 � �	
�		 � ��� r : CP1 → CP1 �� rh : V → V � 
� ����
	�	���
�����
���	�� ��	� rh 
� ��	 �	���
��
�� �� � � ����
�
�	�� ��� p(r) : SymkV → V �
$��	 !�����
���
��#% �� ��	 �
�
���� $� +	���	�	 �*�	 ���������
��%� F�� SymdV ⊗
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�	��
�� � 
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���
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�� ��	 ����� �� p '
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� ��	 ������� SymdV ⊗SymkV ⊗V
��	 1��� ������ 
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�� � ����
�
�	�� ���� '���	 �	���
��
��
�� ��	 �
�
���� 
� (SymnV )⊗k 
� ��	 ���*���
�� ��� �	�
�	�%� 5�
� 
� 
� ����
���
+��	� �* ��	 	3��
�
� ������� $$)��%% ���+	 � �� '���� ���� �	 
��	�	��
�
 ��
���' 
� ��	�	 
� � �
�	 '�* �� �	���
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� ���
�1	� ��	 �	��
�	� 	��
+��
���	 	��� ��
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� �����	���� �	�	���� 	� r(x) = Cen(PW, x) �� SN � /
�� ��	�

�
� ������	�
 �� ���
������� PW � ����� r = rN+k(x) = Cen(PW, x) �� SN+k�
/
	� ������� r �� SN+k� .� k = 1� ��� ��	

�� ��� ���� ��� ���	�	��� �
�� r ����
���
 ������������� 
��	��
��� H± = HN+1 �� SN+1 �� 	�� �����	�� 
��	��
����

5�	 ���� ��
�� �����'� 	��
�* ��
�
 ���+	3
�* ����	��
	�� SN 
� Ax����+	3 ��
��	 �����
�	 �	�
���	�	 �� x� D��	 ���� r(x) = Cen(PW, x) ��	� �	�	��
�	 PW
��
��	�*� ��	 ����	�����	��	 �� '	

��� �� ����
��
	�� ��	� 	3�	�� �� �

�	� �
 
�	��
�� 	+	� ����
� ��	 ���� ��	 ��� 	+	�*'�	�	 ���������� $2�:%� 5��� ��	
	3�	��
�� 
� �����
�� �����
���4 
�@� ��� ��	�� ���� � ������
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��� �� ���
���	� ��� DL�L� ����
� ��	* �� ������	� �* ����*�
� ����
����
��� C�� DL"
'	 ���@� ���'� ��� $"��% �����	� �� ���� �� �	��� ��	 ������
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�� ��� � �
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���
���� 
� ��	 �����
��	� �
+
��� ��� �	�� '	
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��	� 	3�	��
�� 	3
���� C��
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��� ���	�* ��+	 � �
+
���4 ��	 13	� ��
��� �� ��� ��+	 ���������
�
�	��
���
���� $������	 $2�8%%� ��� ��	 ��	��
�� �	���	� ���	�
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� ��� ��
�	 ��
+
�� �� ��������	 ��	 �	
�		 �� � ��� 
� RasN ���	�� N = 1, 2 $D

� ��	 �
�	��
��� ��� 
� ������� �� ��������
�
 ��	 �	
�		 �� Cen(PW, x)%4 ���	��*
��� N = 3 ��	 ��
	����
�� 
�������
�� �� ��	
��
	� �� � ��
�� �

�� �
6	� ���� ��
��
�� ��
��� C�� ���
�
+	 �	�� '	

���� W � �������� �������* ��
�	�	��� ���' ����
�	
�		 ���* �	�	��� �� ��	 ����
���
�* �� ��	 ���1
����
�� P � deg(rPW ) = d(|P |)�
&
�
����* 
� ��	�	 ��	 	3����* κ ���
�
+	 '	

���� ��	� deg(rPW ) = d(|P |, κ)� �� 
�
���* ��� N = 2 ���� '	 ��* ��	 W ∈ Cd �� �������	 ������ wi = 0�

�����'!�!�# ;*,*  	��� r ∈ RasN �	�
 ���	�	�� ���� ��	

�� W � deg(rPW ) =
d(|P |) = (−1)N (|P | − 1)�

0����� K�
�
 $2��% '
�� N = 2, k = 1� '	 �		 ���� �* �������
�
 P 
��� S2 ⊂ S3�
r−1(x) ⊂ S2 ��� x ∈ S2 ��� ���� ��	 ��
	����
�� �� 	��� ��	
��
	 ��� ��
��	��
��
	����
��4 ����
 S2 
�@� ���
�
+	� ��� ��	 ���� ��
�� �� $2��% ���+
�	� � �	
��
+	
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������ �����+	��	 �� S2� F* 
�����
�� �� �
�	��
��� SN ⊂ SN+1 ��	 
	�	��� ���	
�����'� �
�
����*� �
���80�& ;*2* 0��� 
� d(|P |, κ, N)N

-���*
�
 ��	 ������

��� �	����	�� 13	� ��
�� ��	��	� ������ ��/�	 
� +
	' ��
$2�:%�

2���"� 5	����	�� > 2� �
� ��	

������	��	�� �����	��� �������	�� �� E� ����$
�����'!�!�# ;*4* ?�� EPW : SN → R �� ������ ��� φ(x) = CenPW (x) �� �
�
�����	���� ��������� ���� �
�� !9�E�9�8!		" " 
������	)� �	������ �� N > 2� (� �����
x �� E� dφ(x) 	� ���������� ��� �
� ��	

� �� ����	��	�� �����	�� 	� �
� ���� �� 	�
!2�8"�

D��	 ����
�� ���� ��� N > 2� f 
� �	���
��* ��� ��������� �� ��	� �	�� $�*
>�����3@� ��	��	�%�

0����� C�� N = 2� E 
� �� ��	 ���� λ log |z| + smooth '�	�	 λ 
� ��	 '	

�� ��
p = 0� ���� 
� 
� ��	 �	�
��	 λ �� E ���� �	�	��
�	� ��	 ����
��
	� �� φ(x)� �� 
�
$:�:�"��%� F�� ��
� �	�
��	 �� ����
��
	� �	���
�� ��� �	 ����
	� 
� ��	 �

�	� �
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� ��	 ����	3� �� $:�;%% ����
 ��* " �
�	��
���� �������	 �����	�
�* 	

	�+	����� �� dφ(x)� &
��	 
� ���+
�	� ��	 ���	 	

	�+���	� �� 	��� ���� ��
�	�
dφ(x) 
� ���������� ��� ��	 D �
�	��
���� '	

�� �� ����
��
	� �	���
�� �����'��

-����	� '�* �� �		
�
 ��
� 
� �� ��	�� �� ��	 �	����	 PW = p1w1 + P ′W ′ �� "
������ ��� ����* ��	 ����
���
�� ��
��
��	 $:��2%4 ��
� �	���	� dφ(p1) �� ��	 ���	
�� |P | = 2� P = {p1, CenP ′W ′(p1)} � �	��	� ��� � 

+	� X ∈ Tp1S

N , �� ��	 S2 ���	4
P ⊂ S2 ��� X ∈ Tp1S

2� �
0	 �	3� ��	�	�� ��	 �

�	� �
�	��
���� 	3�	��
��� �� $:��%$
% ��� 
�� ����	 

��	��	� ���� '
�� �	 �� ��	 ���	��

�����'!�!�# ;*6* ?�� EPW : SN → R �� ������ ��� ��� G �� �
� 
��������	�� ��
2������� 	� TSN � �
�� �
� 
���	�� �� EPW �� SN − P 
�� ����� tr(∇2

|UEPW ) ≤ 1
2

��� ����� U ∈ G�
0����� �� ��/�	� �� ���+	 ��
� ��� � ��+
�
 ��	 ��
��� P = {p}� �* ��������
�

∆E ≤ 1

2 ����
 ��* !
�	�� " ���	�	# 
	 ����� " ���	�	 S2 ⊂ SN � �� ��3
��� ���
���

- ��	��� ��
�� �	�	 
� �� 	3���
� ��	 ���
�
+	 ���+����	 ���� �� S2 �� 
� $:��2�:�"�%4 E

� � ��������� ������ ��� � >�� �	��
� �� SN −p � ��� ∆E �	�	��
�	� ��	 ���+����	
����� '�
�� �	���
��	� �� S2 

+	� 	
��	� � <�� ����	 '�	� p ∈ S2� �� � ����� ���	�	
'�	� p �∈ S2� 
� � 	���
�	�� ����	 EN = SN − p�

C����	����	� ��	 ��� ���� ��	 ����� S2 ⊂ SN �� ��	 
��
	� 
� EN � 
� � ��	�
��
�����������
�� M $��������� ���������
��% '�
�� 	�(�*� �� S1 �*��	��* ������
��	 	3��	��� ��
��� �� ��	 SN �
�����	 d(x, p) = dp(x) ����
 S2� 0	 ���� ���
� ����
��	 	3��	��� ��
��� �� ∆E ����
 S2 ��	 ��	 ���	 ��
�4 ��	 S1 �*��	��* �	���	�
��
� �� �������
�
�* �� ∆E 
� dp� 
	 ��	 �������
�
�* �� (M∗(vol)− vol)/vol '�	�	
vol 
� ��	 +����	 $��� ���+����	% ���� �� 	��� S2� 5��� 
� ��/�	� �� ��	�� ��
�

��� M : C → C,M(z) = λz,λ ∈ R� '
�� vol = |dz|2
(1+|z|2)2 '�
�� ��
�� ��'� ��

log(1 + |λz|2)− log(1 + |z|2) �������	 
� |z|� �� 	3	��
�	�
F�� 
� 
� 	��* �� �		 ���� ��	 �
�
���� x−� �� �
�����	 �� p 
� 
� ��	 p 

�	�
���	�	� ��� ∆E(x−) ≤ 0� ��� ��	 ��3
���� x+� �	
�
 
� ��	 �����
�	 �	�
 
���	�	� ∆E(x+) ≤ 1

2 4 �
��	 S2 
� ������* 
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	3��	��� ��
��� TS2 
� 
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��	 N = 2 ���	� K�
�
 ����� �����
���	� ��	 	��
�* �		� ��	 	

	�+���	 ��� ��	
���
�� �
�	��
�� er(t) 
� �������	 �	��	��
�
 ���� ∞ �� 1

4 ��� ��	 	

	�+���	 ���

��	 �����
���� �
�	��
�� 
� en(t) = 1
2 − er(t) ��� en(t) = 0 �� ��	 �������* �� ��	

p �	�
���	�	 '�
�� 
� ��	���* � ������* 
	��	�
� �	+	� �	�� �

�����'!�!�# ;*:* AφPW (x) = x 	� ∇EPW (x) = 0 ��� x 	� � ����� �	�	��� 	�
AφPW 	� �������	�
 �� x�

0����� 5�
� ��' �����'� �� ��� N = 2� $�	��
�� ;��� 
� ���� '
�� � �	��	� ���	�
�����%� �

2�"� ���'+��' �''�"!���- �� &��'* 5� �	

� ��	 
	�	���
���
�� �� Cen ����
�
+
���� PW �� �	����	�� ���	4

�����'!�!�# ;*7*  	��� �����
 f : S2 → S2� �	�
 	������� �*�����	��� � �
��� 	�
� ������	�	�� ������� µ !������*��������

∫
µ = 1"� �
	�
 	� �����
 �� �� � ��	��

��� �� ������ �� f(x) = Cenµ(x) 	� �
� �*�����	��� �� f ��� �	���� ��� df �� �*���
��	��� 	� !��	�����" ���������� ��� �
� ����� ���������� �� �
� �*�����	��� � �� 	�
!"� .� µ 	� �����
 �
�� deg(f) = −1�

D��	 ���� ��	 deg(f) = −1 ����	��* �����'� ���� ���	��	 �� 13	� ��
��� �* ��	
�	����	�� 13	� ��
�� ��	��	�� �� ����
����� ���� ���� ������ �	 ���������
� �
D��	 ���� Cenµ(x) 
� �	�������
� 
� µ(y), x, �'�* ���� D 
	 {(x, y) : x = y}�
���� �
�	 ��	 ���	 �� CenPW (x)� ��� '
�� Cenµ(x) ��� �	
�
 ���������
� 
� x� ��
�
����	��* ��
�� �� D $
� +
	' �� �	�����	 ���������
�
�* 	��% 
� �������� �� ��	 ���	
�� CenPW (x)� 9�	 ������ ���� ���	 �	�	 ����


�&&� ;*;*  	��� � �����
 ������	�	�� ������� µ �� S2� f(x) = Cenµ(x) 	�
���������� ������
���� 
���� ������������ f(x) = Cenµ(x) 	� ���� ����������� ��� µ
�����
 �	�
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�
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��	� $
� ��	 ������ ���	% N = 1 ���� N = 2� &		
���� �	����� �	���	 $2�"�%� 5�	 ���	 '
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�����	� ����� 
� ��	�� �* ����
��
�*
��� �	��+	���	 �
�
����
�
	�� �� ��� ���� �	 ��	��	� �* ��	 ����
���
�� ��
��
��	�
$:��2%� D��	 ���� ���� ��	 ����	� 
���
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�&&� ;*=*  	��� µ �����
 �	�
 	������� ������ �
� ��	

� �� ����	��	�� �����	��
��� f(x) = Cenµ(x) �� �*�����	��� 	� �
� ���� �� 	� !2�8"�

�� ����
����� df(x) �� 13	� ��
��� 
� 
��	�	��	�� �� ��	 ������ ���� �� µ� ���

� 
� ����������

0����� $�� $2�)% C
��� f �	�	��
�	� � ����	��
�� Df �� S2� '�
�� �� 
� $:��2%� 
�
'	�� �	1�	� ��� ������ �'�* ���� 13	� ��
��� � 5�	 ���+����	 ���� $�� �	����	%
�� Df $���������	� ��
�
 ��������
	� �� Df �� �	����	� �� ��	��% ���+
�	� �
������
�
�* �	����	 µf � '�
��� ���	� ��	 �*����	�	� ���+	 �� 13	� ��
��� �� f �

�����	� ����� �� ��	 13	� ��
��� � �� ���� ��	 ��� �	�����	 ��	 ������ ��� ����
�
����� �� ��	 �	����	 �* 1��� �	������
�
 ��	 ��� ��
�
 ��	 ����
���
�� ��
��
��	

$2��% f(x) = Cen(P (x), x), P (x) = {fa(x), fs(x)}
�� 
� $2�:% 
��� $
% � ���� fa(x) $�
� ����	� ����% '
�� ��	 ���	 13	� ��
��� �� f �
��� 
� +
	' �� $2�8% '	

��� �	�	��
�	� �* ����
��
	�� �� 
� $"��% �� �� � ������
�
�

������ $����� ���� ��	% ��� $

% fs(x) $�
� �����
 ����% �	
�
 ��	 �����
�� �� $$2��%%�
'�
�� '
�� ��+	 �� 13	� ��
��� � �� ���� fs(x) ��� �	 ���������	� �
�	���* ����
fa(x) ��� f(x) ��
�
 ��	 ����
���
�� ��
��
��	 $'
�� � �	
��
+	 '	

�� �� fa(x)

��
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�
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��	� 
� ���� ��/�	� �� 	�����
�� $2�)% 
� ��	 13	� ��
�� ��		 ���	� f = fs

��� �����	 µf ������� -��� $:��2�:�"�%� ���	��* ���' ���� ��� ���������
� ����
Cen(µf , x) = f �

5��� ��
� ����� 
	�	����* 	��	��
���* �����'� ���� ��	 ����	�����	��	� 
� �	��
��
:4 �	���� 1��� ���� ������ ���� f '
�� �� 13	� ��
��� ����	����� � � �� ������
+	���� 1	���� vf � $$:��%%� �� ������ ����	��
��� Df $:��2% $��� ��	�	 ��	 	��
+��	��
�� ���	� ���	� $:�"�%%� 5��� 
� �	��
��� ��� 	3����	� �� ���' ���� ������ ����	� 
�
��� ����	����� � � �� ������ $������*�������% ���+����	 ����� $
� 
� ��	 ���+� 
���	 �������� ��	 �����
�� '�
�� ��	 
� ��	���
�
�
� ���	�'
�	 ��	 �>?� 
�+��+	�
'���� �	 ����
�	��% ���
��*
�
 ��	 .���� F���	� ������
���
��� ��� '	 ��+	 �		�
���� ��	�	 ����	��
��� ����	����� ��
������* �� � ������ ��� ��	 ����	�����	��	
�	���	� � �������� ����
���
�� �� ��	 �����	3 ��� �
�	��
���� � ��� ��	��*� �

0	 '
�� ��' ���� ��	��� ��	 �	���
�� �� ������	@� 	����
�� �� 
� �	��
�� :� C
����
'	 13 �� ��3
�
��* ����� �	��
� �� S2� vol =
�� +����	 ����� �� 
� �	��
�� : ���
;� ��� �	���
��
�
 �� ��	 �������� �	1�	� �* curl(vf ) = 0 ��	�	 
� � � � ����	 
�����	��	 �� ������ +	���� 1	���� vf � �� ������ 	�	�
* �����
��� Ef $��� ��� 
����� ��������%� ��� �� div(vf ) = �Ef � '�
�� 
� 
� � � ����	�����	��	 '
�� ��	
$���+����	 ����% = µf = hfvol = −c∆Evol + κvol� '
�� κ ��	 ���+����	 �� ��	
����� �	��
� �� 
� $:�"�%� ��� '	 �	���
�� �� ��	 �������� �� ���+����	 ����� '
��
+���	� 
� R� �� 
� $:�"�%� ���
��*
�
 .���� F���	�� O	�	 '	 ��	 � �	��
�* �����
���
µf = hfvol� 5�
� ���+
�	� � ����� ��� ��	 ��	�
�� ���	 �� ���� f(x) = Cenµ(x)
�	�	��
�	� �* �	�� �	����	� µ�

5�	 ����� ���� ���'� ���� ��	 ��	��	� 
� ��� ���* �����
��� �� 	3
��	��	 ���
��
��	�	�� ��	��* ��� ������	@� 	����
�� �� ��	 " ���	�	� ��� 
� 
� �������* 	��
+ 
��	�� � +
� ���
�
 � ����� �	��
� 
� ��	 ����
������ �� ���� ��	 ��	��	� 

+	�
� ��������� $�	��
� ��		% +	��
�� '�	�	 ��	 <�� �/�	 ��������	� ���* ��	 ���	 ��

�		�@� �����
���� D��	 ���� '	 
���
�
��* ��	 ��	 ��
��	�	�� ��	��* ����E = 1

2−µ
�� ���+	 ���� ��� � 

+	� �	����	 ��	�	 
� �� ���� ��	 ���� =�����	 �� ��	 �	�� 
�
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� $"��% '�	�	 '	 ����� 	��
�* �	���	 �� 1�
�	 �
�	��
���� ����	��

5�
� �	�+	� ���	 ��	��
��� 
�+��+	� 
� '	��	�
�
 ��	 ����
�
�� �� ��������� 

�* �� 13	� ��
��� � D��	 ���� � ������ ��� �� ��	 �
�	��
���
�� �� � 13	� ��
��

� ��� ��������� '
�� ��+	 �� �����
��	� �	����	 '���	 ������ ���� 
� ��� ���� 
���	�* ���+	�
	��� �	��	 ���	 '��� 
� �	�	����* �� ��+	 � '	�� �	1�	� 
�+	��
��
Cen �����
��
�
 ���� �� ���� �	����	�� 5�	�	 �	����	� �� ��+	 ���	� 
��	�	��
�

����	��
	� $
��	
���� +��
��
�
 �� ������	���� ����
�� �� ��	 �
�	��
���
��% ���
����� �	 '���� ����
�	�
�
�

�� 
� ��� �� ��� ����

�����'��� $��� 	+	� �	��
1���	% �� ���+	 ��	 ����	�����	��	
���+	 ��� ������ �	����	� ��
�
 �
���	�	 �����3
���
���4 ��	 ����	� ��+	 ��� ���*
13	� ��
��� � ��� ��� ���
	 � �	
�		 �� ���+	�
	 �������*Q �� '���� �	 
��	�	��
�

�� ���' 
� ��	�	 
� ��* 
	��	��
����* '	�� ���
+��	� ���
�� �� ���+	�
	��	 �� ����
���� ����	������ �� ���+	�
	��	 �� �	����	� $
	 1�
�	�* �������	�� ���+	�

�
 ��
������% 
� ��
� ����	3�N 5�
� 
� �	���	� 
� ��
�
� �� �����
�
 ��	���	���

�� �

�	� �
�	��
���� ���� �� SN �	�	��
�	 ����	��
���� �	��	 ���+����	 ���
��������* �� 13	� ��
��� � F�� ��	 
�+	��
�� ���� '���� �	��+	� � ���� ���� ��� 
+����	 ��� ��������*� 
� �	�� 	+
�	��� �'
�
 	��	��
���* �� ��	 �����������
+
�*

��



�� ��	 �
	 ��
	��� �����
��	� �� ��	 ����	��
���� C�� N = 2 '	 ��+	 �		� ���� ��	
��	��@� �		� ��* 	��
��
� �>? ��	��* ��� $ ����
�
 ��	 % �����
�� ��� ��	 ����	� 
�
�� 

+	� ��	 ���+����	 ����4 �/�	 �	��	� �� ���� ��� ��	�	�
����
� ���(	��
��

��/�	�� 9� ��	 ���	� ���� ��	 Sym2
∧2

���������	 �� ���+����	 �	����� ��

	���
� ����
��	 
	�	���
���
�� �� ��	 ��	 �� �����	3 '	

��� �� N > 24 ��	 '	

��� ���
�	 ���

�	� �� 	+	�* ��
� �� ��
	��	� " ����	�� '
�� �������
��	 �
����
 
�	��
�
	�

� ���	 �� ��/�
	�� �	
����
�*� 0�
�	 '	 �� ��� �����	 ��
� �	�	� '	 ��' ����
�	�
� �����	� �	+	����	�� �� µf 
� ��	 " > ���	 ���� ��

	��� �� 	��
	� '�* �� �	��+	�
��	 �	����	 ���� ��	 ����

�	����
�
 ���� ��	 �
��+
��	 �*���	��
� ���� S �� S2 × S2 − D 
� �	��
�� :���;

� SO+(3, 1) 
�+��
���� 
� 
� ������� �� ��* �� �	��+	� µf �� S 	+�����	� �� ��	

���� Gf ⊂ S2 × S2 − D� �� �� 13	� ��
��� � '�	�	 ��	 
��	��	��
�� '
�� D
���+
�	� ����
� �����
���
���� �� ���� ��
� 
� ������ ����	��� ��	 ��
�� ����
� 
�
���� µf 
� � ������* �	����	� �� '	 	3�	�� �� � ������* +���	� �*���	��
� ����

ω = ωC(X, Y ) = S(X, Y ) +
√−1S(X, JY ) ��
�
 ��	 �����	3 ��������	 J �� S2�

5�
� 
� ��	 $!���
 ���������
� #% �����	3 ���(�
��	 �� ��	 ���������
� 	3�	��
��
σ �
�����	� 
� :���;� 5��� 

+	� � ��� f �� ���+	�

� ����& ;*�9* µf = cωC(Gf) �� �
� �����
 ���� !�� �� �*�����	��� � c 	� ����
������	)	�
 �������� ������" ��� �
	� 	� ���� �
� ��������� �� �
� �����	��� �������
�	�� �����	���� �� f �

0����� F* ��������� 
�+��
���	 �� ���� ω ��� µf 
� ��/�	� �� ��	�� ��
� ��� f, x
������
�	�� �� x = n� $�����% ��� f(n) = An = s� �* 13
�
 �� ��3
�
��* �����
�	��
� �� 
� �	��
�� :�;� 5��� ��	 �	���
��
�� S|Gf = C × tr(d(Af)) ��� ���	
�������� C� 9� ��	 ���	� ����� �	���� ���� 
� �	��
�� ;�� '	 ��' ���� $�� �	���
��� ���� f(x) = Cenµ(x) �	�	��
�	� �* ���� �	����	� µ% d(Af) = I − 4∇2E � ��
tr(d(Af)) = 2 − 4∆E � ���� 
� $:�"�%� ���� ��	 $���+����	 ����% = µf = hfvol =
−c∆Evol+κvol� �� tr(d(Af)) = a+bhf � ��� ���	 ��������� a, b� 0	 ���� �	����	�

� �	��
�� ;�� ���� tr(d(Af)) = 0 
� ��	 ���������
� ���	� ��� 
� $:�"�%� ���� hf = 0

� ��	 ���������
� ���	� �� a = 0� F�� ��
� ��' 

+	� S|Gf = Cbhf �� �	�
�	�� $
�
��	 ���	 µf = hfvol �	��%� 5�	 ����� ��� �	 �*��	���
����* ��������	� �� 	3�	�� ��

��	 
	�	��� ���	� �	����
�
 ∇E �* ��	 ����	��
�� � ���� η� ∆E �* ∂η� 	���
�� ���� ��� ��	 �	���* �		��� �� 
� �	��
�� ;� 
� �� �	���� ��	 	3
��	��	 �� ��

�/�	 �	���
�� �	�'		� d(Af) ��� ∇η� $��	 ����	� �	
�
 ��	 ���	 �� ∇2E 
� ��	
��	�
�� ���	%� F* �
�	��
�*� 
� ��' ��/�	� �� 1�� ��	 ��������
�� �� d(Af) ����
����	������ �� hf =

√−1� F�� �*��	��* ��� ��
��	�	�� �	���	 
� �� ��	 " ����
 
�
�
�
	�� ±tr(〈d(Af)(X), JY 〉) = ±S(X, JY )� C
����*� ��	 ��	� ��	 +��
��
�
 �� hf

�����
��	� �� ��* �����	3 �
�	�� d(Af)� �� 
� $:��;%� �� 13 ��	 ���
�	 �� �

� �� 
	�
��	 $!���
 ���������
� #% ω �� ���
�	�� �

����00��3 ;*��* ,�������
	� ���� ��� ������ �� (ωC)|Gf = 0 	� ��	���	�� ����
	�
	�
 �� �
� �������1 ����� 	� �
�	� 
���
� ��� ?�
���
	�� ��� �
� !���	�
�������
	�
" ������*	��� ?	���	��� �����

2�,� 
" )��@$� �!'��A�0 �3�� +#!%��&!@��!�#*

��1#!�!�# ;*�,* - ���+��
	�* V �� � ���
���� 
� ��
� �� �	 	����	��� ��� � ��� 
�	��
�� D 
� ∀X, Y ∈ TV, DXY ∈ TV � '	 ���� ��* V 
� ������� 
�����	� �� ��� ��	
DD�����*	�� ��������� �� =�$D%� �� (��� =� �

�� p ∈ SN ⊂ SN+k ��	� SN 
� ������* 
	��	�
� ��� Ap� ��� �
��	
�	




�&&� ;*�2* �0 	� ��������� ����� �����
	�
 �� �������	���� !(����
	�
 ����
��� ���� ��	

�� W � ��� ��������	�� ���	�	�� �
��

�"

'	 ��+	 ���'��

�����'!�!�# ;*�4* .
+	� ��* �
+
��� PW 
� SN ⊂ SN+k � '
�� �	�� '	

��� W �
SN ��� ��	 DPW ����+	3
�* ����	��*� !DPW �� 
� $:��2%%

9�	 ��� 
��	�
��	�* �������	 ���� ��� N = k = 1 � DPW 

+	� � &��'��� 
=��
���6	� �*�	 ��
����
���
�� �� ��	 ���*
���� �	

�� '���	 ��
�	� ����	������
$:��2%� �� ��	 '	

��� �� 04 DPW 
� <�� �� 	��� �����	�	����* ������	�� �� S1

��� 	��� ��� �� S1 �����	�	����* �� � 
� $������*% 
	��	�
� ��� DPW �
5�	 �

�	� �
�	��
���� +	��
��� �
�
����* 

+	 ���*�	��� '
�� ������* 
	��	�
�

���	�� ����
� ��	 �	

��� ��� ���	� ��� ��� >�� 	3�	�� '�	� ��	
� �
�	��
�� 
�
DL��"�

&��'���� =��
���6	� ��
����
���
�� 

+	� � ����������* 
���
��
� �	��	� �� ����
���������
��� ��� �
+
���� PW 
� S1 ⊂ S24 ��	 <�� ���+	3 ��������	 �� ��	 �
��
����'� ��	 �� ���

� ��	 DPW �/�	 �	��	� �� ���� �� PW � 5�
� ��	��@� 
	�	���
�	
	��
�* �� �

�	� �
�	��
��� 0	 ���� ��	�	 
�������	� ������� �� ����� 5�	 >����* 
?���	 �	��	� �� PW 
� �����	� ���� �*�	����
� �	��	�� ��� '	 �� ��� ���' 
� ��	
�'� ��	 	���� $�������* ���% �� ���	��' �	���	�N

2�:� ��03 �-��0 (�0+&� �#-  3���8�0!" "�#��� �% &�''* D��	 ���� ��	 ��� 
�	��
�� ���+
�	� 
� ��	��	� :��2 
� ����������* 
���
��
�� ��� ��	 �	��
� 
� ������
 
�
�� :�"� ������� � ��
��
 �� ��	 ���
�	 �� � 
����� �� ��� ������� S2 ��� ��	�	
��	 �����	��
�	� �* H3� �� ���� 
� 
� 	��* �� �		 ���� ��	 �	��
� 
� �	�	��
�	� �� ��
� ����	 ������� v(h) 
� R+� $ '�
�� ������ ��� +����	%� h ∈ SO+(3, 1)/SO(3) = H3�
���	 
	�	����* '	 ��� �	1�	 v(Z) 
� R+�� ���1
����
��� 
� S2� �����
�
 ���	
�	��
�� �� ���� v(h) = v(hZ)� ��� ���' 
� 
� ��� ��
+
��4


�&&� ;*�6* v(h)→∞ �� h→∞ 	� H3�

0����� 5� �		 ��
�� ���	 ���� v(h) 
� 1�
�	 
6 ∀i, wi < 1/2 ��� ��	 ����
��
�* �� v
�� ����
����	��� Z 
� S2 
��� R4 �� h → ∞� Z �	��� �� � ���1
����
�� '
�� � ��
" ��
���� �	��	 ∀i, wi < 1/2 ��
�� 
� ��	 �
�
�� �

� ����& ;*�:* v ����
 �� ���	� 	� ����������� ��� �����* �� H3� ��� �
� �����
�	�	��� �� v �*	��� ��� 	� ��	����

&� ��
� ���� �	1�	� � �*�	����
� �	��	� �� ����� 5�	 ����� ��	�I


�&&� ;*�7*  	��� �*�� ���	�	�� ��	

�� v(Z) 	� ���	���� ����	���
�����	� ��
%5	�� �
� �����
������� ����
����	��� �� S2�

-
�
� ��	 '���	�� 
� ��
� ��� ��* �
�	 �	���
�� �� ��	 >����* ?���	 �	��	�N D��	
��	 �	���
�� �� ��	 ����� �	�	 �� ���� �� $:�"2%� ��� 
� ����
����� ��	 �	���� ��	�	
��� 	3�	��
�
 �� �

�	� �
�	��
���

0����� v(Z) 
� �� S2�
��	
��� �� eE �� 
� ������
�
�� :�"�� C
3
�
 � ��
�� x �� '�
��
'	 	+�����	 E(x; P ) ��� +��*
�
 ��	 ���1
����
��� E 
� ���
���* ����
���������
�

� P � 5��� v 
� ���
���* ����
���������
� 
� P � v 
� '	�� �	1�	� ����
 �� ���
�
�� � �����
�� �� SO+(3, 1)/SO(3)= H3 ��
�
 
���	��* 
�+��
���	 �� v� D�' ���
��
����
���������
�
�* ��� ��	 +��
��
�
 �� ��	 
���
	�� ��� �	��
�� ����
 &9$,%�
'�
�� 
� ������* �	�� 
� ���1
����
�� ����	� 
���
	� ���
�
+
�* ����
 H3� �	��	
���+	3
�*� �

��



2�;� � 'B��" 3 %��& �% � ���<�"�!(� ��0�3$.!�#�� %��&�0!'&* 9�� 
���
�	�	 
� �� 
�������	 � �	������
�
��� �� �	�� ���� g �� S1� ��
�
 ��	 ����
���
��
��
��
��	 $:��2%I g(t) = Cen({g+(t), g−(t)}, t)� '�	�	 g± ��	 ��	��	�+	� ���� ��

S1 �� S2 '�
�� 	3�	�� �� ���������
� 13	� ��
�� ��		 ���� g± : H± → CP1 � ��
	��� �	�
���	�	� �	����� ��	 ���� ������� +
	'��
�� ����
�� 
� �� ����
�	� ��	
�������	�� Dg �� S1 �����
��	� �� g �� 
� $:��2%� 5�	� ��	 �	������
�
�� �	�	
���+
�	� ���������
� ����	��
��� Dg

± �� ��	 �	�
���	�	� H±� �� Dg = Dg
+ + Dg

−�
5�	 �	�� 0�����F	���� ������* �	�	�� �� �	������
�
�� �� �	�� �� �����	3 ���� 

�
��� �� S1 �� �������� '�
�� 	3�	�� ���������
����* $�� ������
����*% �� 	
��	�
�	�
���	�	 H± �� S2� �� ���� ��
� 

+	� ��	 '�* �� �	������
�
 �	�� ���� g �� �
�	��
� ����	 S14 ����
�	� ��	 1��� �	�
+��
+	 �� � �����
�� ��� ����* ���	* 0
	�	��
5�	 ���������
�� �	�	 
� �
6	�	�� 
� ���� 
� 
� ���(	��
+	 
���
��
� ��� �	��
�	� ��
�	��
�� 5�	 ���
� 
�	�� '�
�� '	 ��	��� �	�	� 
� �� �����
��	 � �
+
��� 
� S2 �� '	
��+	 �		� ��
�
 �����
���� ��	 ���	�� �� � ��� g �� S1� O	�	 '	 ���� 	3�	�� g
���� S1 �� S2 �������
��	�*� ��� ��	� ���
� ��	 �
+
��� 
��� 
�� �	�
���	�
��� �
	�	��

.
+	� � ��/�
	���* �	
���� �	�� ��� g �� S1� g 
� �����
��	� �� �� 	�	�
* �����
��
Eg� 
� �	��
�� :4 �* ��
� '	 
��	�� $$:��%%� �+	� S1 = RP 1� ����	� ���� CP1� 9�	

��� 	3�	�� �����3
���
��� Ei �� Eg �� � ���� $
� CP1% �� �Ei = c� ��� ��	�	
��	 '	�� ���'� 
����� �����3
���
�� �	����� ���� ����' �� �� �����	 '
����� ����
�� 
	�	���
�* ���� Ei 
� �	1�	� 
������* '
�� �
���	 ��
��
���
� ���	�� '�
�� �*
��	 ���	� �	+	��	�� E ↔ g ����	�����	��	 � 

+	 �����3
���
��� �� g �* �	�� ����
�� CP1� gi� ���� 	3�	�� 
������* �� ���������
� ����� C����	����	� �	<	��
��
�*��	��* �� g 
���
	� 	3
��	��	 �� 
����� �	<	��
�� �*��	��
� �����3
���
����

0	 ���	 ���� ��	 �����
��	� �
+
���� PW i ��	 �	<	��
�� �*��	��
�� '�	�	 �	 
<	��
�� �*��	��* �� '	

��� �	��� ���� ��	

�� ��� ������*����&�
��� ����� ���
>���	��4 '	 '�
�	 PW i = PW i

+ + PW i− �� 	3��	�� ��	 �	������
�
�� �� PW 
���
�
	�	� 
� 	��� �	�
���	�	 $��	 ��� �
+
�	 '	

��� 
� ���� ��� pi ∈ S1%� C
����*�
	��� ���� PW± �	1�	� � ��� g± = Cen(PW±, x) '�
�� 
� '	�� �	1�	� 	� �
� �	�	�
��� ���������
� �� ��	 �	�
���	�	 �����	�� �
� ������� �� 	�� �	�	���� ��� gi 
�
��	 ����
���
�� �� gi

± 
� ��	 �	��	 �� $:��2%� �
��	 ��
� ����	������ �� ��	 ��� ��
�
+
�����

�� ��	 ���	 �� ���
�
+	 �	�� '	

��� '	 
	� 
� ���
�
�� ���� gi
± ���� 	��� �	�
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��	��� ��� '	 ������ 	3�	�� ��
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	�	����
5� 1�
�� '	 ������ ���� ���� �� ��	 �
�
� gi → g� ��� ���	 �
�
�� �� ��	 �����
��	�

PWi� 5�
� �	��� �� ��	 ��	��
�� �� ��	 �����	 �� ��	 �
�
�
�
 �
+
���4 '�	��	� 
� 
� �
�	����	 �� �	����� � �
���
���
��� ��� ��' ��
� �	�	��� �� �	
����
�* �*����	�	�
��� ��	 ��


��� �
���	 ��� gN 0	 �� ��� �
����� ��	�	 ��	��
��� �	�	� '�
�� 
� '�*
'	 �	�	��	� ���+	 �� � !������
��#� K�
�
 � ���	* 0
	�	� �	������
�
�� �� ��	
�	+	� �� ����	��
��� �� ��	 ������ �� ��

	��	� ���+	� ������ ���+
�	 ���	 �	��*
���	 �	
����
�* ����	�	����

2�7� 
" )��@$�!"B %�� Cen* 5�	 �����'
�
 
� ��������4


�&&� ;*�;*  	��� SN ⊂ SN+1 �
��� 	� � �����	��� ��>���	�� ���� ρ : SN :��
!��������" � 	� � ��������� 	������	�� �� SN+1 �*	�
 SN � ��� ���	���	��� ���
Aut(SN) ⊂ Aut(SN+1)� A�� )B�

	�
� ��	 �����
��� �������* �	����	� �����
��	� �� ��	 HN+1 ��������	�� -� 
��*
�
 ��	 �����
��� �	<	��
�� ρ �� ��	 ���� �	���
�	� 
� ��	 ���� ��
�� �� $2��%

��



���+
�	� ���� ���� ρCenPW �� HN+1 ��� $����
��
�
 '
�� �����
�� �� 
� $2��%�
P ⊂ SN %


�&&� ;*�=* .� ∀i, 0 < wi < 1/2� �
�� �
��� 	� � ��	��� �*�����	�� 	� HN+1 ��
ρCenPW ��� 	� 	� �
� 5������-���� ������ �� PW �

5�
� �����'� 
��	�
��	�* ���� ��	 	3
��	��	 ��� ��
��	�	�� �� ��	 >����* ?���	
�	��	�� A)B � 	��	�
���* ��
�
 ��	 �������	�
���
�� 
� �	��� �� �	����	� �� ��	 ��
�
���	�	 �� TxH � '�
�� 
� 	3����* ��	 	��
�
��
�� ����
�
�� 
�+��+
�
 ��	 �
���	
���	��� 
� �	��
�� :�,� 0	 ��+	 

+	� � �	�� �����
�	� ������ ��
�
 E � 
� �	��
��
:�,�

�� 
� ������� �� ��� ��	� 
� ��	 >����* ?���	 �	��	� 
� �� �������
�
 13	� ��
��
��� ρCenPW � ��� '�	��	� ��	�	 
� �� 	3�	��
�� �� ��	 &��'��� �	��� '�
�� '����
���+	 ��
�N 9�� 
��� �	�	 
� �� ���' ��
� 
� ��� ��� �� �
����� ���	 �� 
�� ����	 
��	��	� ��� �����	� ��	��
��� ���� ��
� ��

	����

D��	 ���� ���� 
� ∀i, wi < 1/2� ��	� ��	 HN+1 �������* 13	� ��
��� �� ρCenPW (x)
��	 �	�	��
�
 
� SN+1 ⊃ HN+1�

5�
� �/�	 ���������
�� ���	� �	��	 ��� ��
�� �������	� ������ H �� ����������
�*�	4 �	<	��
�� �� x ∈ H ��� �	 
	�	���
�	�4 
� 

+	� � ���	�	 �� ���	� ����	 $��
∞%� ����	� ���� � ��
��� ��� ��
� ��
�� �	�	��
�	� �� �/�	 ��������	 Ax∗ �� H �
$�* O��
�� =������ 	��	��
�
 ��	��*� A�8B % ���� � �
+
��� PW �� ∂H �	�	��
�	�
� '	�� �	1�	� ��� �	���	� Cen∗

PW (x) ��� ��* H �� ���������� �*�	� ��� '	 ��
��� ���' 
� ��	 	3�	��
�� �� ��	 &��'��� �	��� 
� +��
� 
� ���� 
	�	���
�*�'	 ���*
����
�	� �	�� �*�	����
� ����	 �	�	�

0	 �	���
�� ����	�+	� �� ��	 �	�� �*�	����
� ����	� ��� �	����	� '
�� 1�
�	 ��� 
����� F�� 
� 
	�	���� ��* �	����	 ��� �	 �����	� ��
�
 1�
�	 �����3
���
����
$��
�
 x ∈ HN+1,P ⊂ ∂HN+1 % �
��	 Cen 
� ����
����� 
� ��
� ���
	� ������ 5'�
	3��	�	 ���	� �� ��	 ����	� ��	 '���� ���
�
I

$�% 5�	 ���	 �� �������� ���	�
��� �	����	� µ4 ��� ��	 H2 ���	 ��
� �	�	��
�	�
� �������� ���� 
� ��/�	� �� �����3
���	 �* �	����	� '
�� ������� ��
��	 ����� �� ��
�*� ��� �� ���	 ���� zn → 0 �� n → ∞� 9�	 ������ ��	
��
� �� �		 ���� ��� ��* �����
 µ� ��	 
��
	 �� Cen∗

µ(x) 
� �����	� 
� H2�

C�� ��	 HN+1 ���	 	��
+��
���	 ���'� ���� Cen∗
µ(x) = λN (|x|)x ��� ���	

�����
�� λ� F�� ��� N ≥ 2� ��	 ��� �	1�	 ��	 �����
��	� ��� Cen(x, µ) :
SN → SN � �		 $2�2%� ��� �* ����
��
�* �� 	3�	��
��� ��
� 
���
	� ����
Cen∗

µ(x) 
� ����	�Q - �
���	 ��������
�� ���'� ���� ��	 ��
�
��� �
�	��
��


� 3
2 � �� '	 '���� 
�	�� ���� ��	 ����	��* �� �������	��	�� ����� 	+	� ���

+	�* �
�
���� �������* �	����	� 
� ��	 ���	 N ≥ 2� �� 
� ���� 
��	�	��
�
 ��
�	���	 ��
� �� 	3
��	��	 �� ��	 �/�	 ����	��
�� �� SN �����
��	� �� �
�
����
µ� �		 $2�)% ��� ��	 ������ ���	�

$"% -� ��	 �����
�	 	3��	�	� ��	 ����
�
�
�* 	3
��� ���� $'
�� N = 1 % ��� +	�*
�
�
���� �	����	� ��	 ��� ���	 �� ��������� 
��	� �����
��� ��
�
 1�
�	
�����3
���
���� ��� ��	 13	� ��
�� ����	��* �� ��	 ������� �� µ 
� ��	
1�
�	 ���	�

� ����& ;*,9* !@%�
���) �����A" %������ P ⊂ SN ��� ∀i, 0 < wi, �
�� f =
ρCenPW : HN+1

± � 	� !���1��" �	������ �������	�
 �	�
 ������� �� �
� 
�������	�
����	��

$�% �� ���� ��	 ��� 
� �����
�* ��������
�
 $��� ��� ��
�����*% ���	�� ��	 ��� 
���� � ���* �����∗∗ � ������* 
	��	�
� �������	� ��� 	+	� 
� ��
� ���	 �

��



�	<	��
�� ����	��* 
� ��	 �����+	��	 �
�	��
��� $�		 �	��'% 	����	� ��	 	3 

��	��	 ��� ��
��	�	�� �� ��	 13	� ��
��� �	�
�	�� $∗∗��	 ���� �	
�
 ��	
�������� ������* 
	��	�
� �������	 �����
�
�
 $����
��* 
� ��	 
�	�� ����� 
��*% ��	 �	��%

$"% 9��	�+	 ���� N = 1 
�+��+	� ��	 ���	� H2 → H2� ��� ��� ��* P ��
� 
� �
�������� ���� �� �����	3 ����*�
�4 	��	��
���* ��	 ����� ���� �� ��	 &��'���
�	���� ��� ��� ���������� �� 
� ������� ���* ����
	� �� ��	 ���	 �� ����
'
�� ���
�
+	 �	�� '	

��� ��� '
�� ��� 13	� ��
��� 
� ��	 �������*� 
� ��	
����	�����	��	 	�����
��	� 
� $"��%� 0	 '
�� �+	����	 ��	�	 �
�
���
���� ��
���	 	3�	��� �����	� �	��'� 9� ��	 ���	� ���� ��� ����� 
� ��
�	 �
6	�	��
���� ��	 ����� $���'�N% ������ 	+	� 
� ��
� ���	�

$,% �� �

�	� �
�	��
��� N > 1� ��� [�[L,4 '	 '
�� 	3�
�
� � 1����
�� �� CenPW


� �����	� ��
�
 ��	 H2 → H2 ���	 ����
 1�	��� ��� 
� 
���	��
� ����
 ��	
���	� 5�
� ���� �	���
�	� ��	 �*������ ���	 '�	�	 '	�� ��������
�� 
� 
�
���� 
���	��*� � ����� �� H2 = H2

P � '�
�� 
� 
�+��
��� ��� f � �� H2
P ⊂ S2

P


� CenPW 
�+��
���� D��	 ���� ��	 
������* GP �� P 
� O(N + 2, 1) 
�
��������
� 13	� ��	 >����* ?���	 �	��	� �� P 
� HN+2� ��� CenPW 
� GP �
	��
+��
���� �� ∀g ∈ GP , gS2

P 
� CenPW 
�+��
���� 5�	 ��������
�� ����	��*
�����'� ����
 	��� gS2

P ∩ HN+1 ���
�
 ��	 ����	����
�� �� ��	 ���������
������� $
� ����
� ��� ���
	% '�
�� �	���	 ��	 �*�	����
� �	��
�� �� ��	
1�	� �� ���� �� ��	 ���
	�� ����	� -��� GP ����
��� GP x ��	 �����
���� ��
x ∈ S2

P �* �*��	��*� ��	���* GP x ∩ S2
P = x� �	��	 ��������� 
�+��
���	


���
	� GP x 
� �����
���� �� gS2
P � ∀g ∈ GP � 5�	�	 ���
�� ��	 ���	�	�� ��

��	 ��� �		 ���� P ⊂ S1 ��� GP x ����	����� �� 1�	�� �����
��	� �� ��
	��	��
�
 SO(2)×SO(N)→ SO(N+2)� &
��	 SN = ∂HN+1 
� 1�	�	� �*
gS2

P @�� GP x 
� �����
���� �� ∂HN+1 �� GP x∩HN+1 
� ������* 
	��	�
� $'��
��	 �*�	����
� �	��
�% 
� HN+1� 5��� ��	 1����
��� '
�� 1�	�� gS2

P , g ∈
GP � 
����	� ������ 
���	��
	� �� ��	 ���
�� GP x∩HN+1, x ∈ HN+1 '�
��
��	 ���� 
���	��
� ���
	� �� ��	 ���	 ����	 �� ��
� 1����
��� 5����+	��	 ��
��	 1�	�� ��	 ��� ρCenPW 
� ��' ��	���* 
���	��
� ����
 ��	 ���	� �	��	
���* '	���* ��������
�
� �� ���� 
� ����	������ �� � ��� �� ��	 ���	 �� ��	
1����
��� '�
�� 
� �	<	��
�� �����
� � ��
��� s� '�	�	 s 
� ��	 $����� �� ��	
% 1�	� H2 �����	� �* P � �� ����
������ ��	�	 
� � ��
��	 13	� ��
��� F*
�� ��+
��� 	3�	��
�� �� ���	� ���
�	��
���� '	 ��� �����	 '
����� ����
�� 
	�	���
�* ���� P ����� HN+1� �� |P | > N + 1� ��
� �	
�
 ��	��� ���

���
�
�� ��� ��� ���
���* �	�	����* 
� ��� ������

$:% D��	 ���� ���� ��� [�[L" ρCenPW 
� �� 
���	��* ��� 
� �����'� ���� ���
��* [�[ 1�
�	� x → p ∈ P � ������
	��
�� �������� 	���
�� ��*�����
����*

���	��
� ρCenPW �

$;% 5�	 ����� �	�	 
� ��
�	��	� �	��' �� '��� ���� ��� �	����	� '
�� �������


� HN
+ � 
� $2�"��2�""% ����'
�
 ������� 
� ��	 
��	�
�� $�� ��	 �����	�	����*

���
�� ����	%� �� 
� ��� ��	�� 
� ��	 >����* ?���	 �� ���	� ������ ��+	� ��
�

	�	���
���
��� 9�	 ��� '	��	� ��	 �*����	�	� �� ����' �	
��
+	 '	

���

� ��	 $
��	�
�� ��% HN

+ � ��� ��� 
� ρCenPW �	
�
 � �	�� ��� ��
�� ��/�	�
��� ��	 ��������
�� ����	��*N $&		 ���� 2�7�" �	��'�%

$7% 5�	 
�	� �� ��	 ����� 
� �� ��	 ��	 ����	�����	��	 �� �
�
�� �� ����������
$2�7%� =�
�
��� ��
��� ��	 �	���	� crit(x′)� 
� �	��� �� � ��
�� x′ ∈ HN+2

��	� �� �����	��
�	 ��	 ����� �	��
�� �� SN+1� 0	 ���' ���� ��� 	���
�

��



�� ��	 �����
��	� 	�	�
* �����
��� 
��	�
�� ��
�
��� ��
���� crit(x′) ��+	 �� �	
����� �
�
��� �� '
�� �	 ��	��� �� ��' ����
�	� � �����	 �� ��	�
�� �
����
���
'�	�	 ��
� 
� 	��* �� 	�����
��4 '	 ����
�	� ��	 �������* �	��+
��� ��
crit(x′) �� '	�� �� �� ��+
��� ���	 '�	�	 crit(x′) ��� � ����� �
�
��� 
�

HN+1
± 4

$)% C�� ��	 ����	�� �����	 � �� �	 ��	 +	��
�	� �� � �	
���� �
���	3 
����
�	�

� SN ⊂ SN+1� '
�� �*��	��
� '	

���� |P | = N + 2� 5�	 	�	�
* EP

��� 
�@� �	��
��� O� ��	 
�+��
��� �* ��	 �*��	��
	�� '�
�� 13 ��	 �	�����
xc ∈ crit(E) ∩ HN+1

+ � �� O 
� 	
��	� ���
���* ���
�
+	 �� ���
���* �	
��
+	�
�� �	��� C�� N = 1 
� ��� ���
�
+	 ����	� $:��%� �� 
� 
� ���
���* ���
�
+	�
C�� N = 1 '
�� ���
	� |P |� ��* |P | > N + 1� ��	 ��� �	����� ��	 �
���	3�
�	����
�
 	��� +	��	3 �* � �����	�� ��� ��	 �	��
�� �	�����	� ��

���* 
�
���
���* ���
�
+	� C�� ���
	� D� 
� 
� 	��* �� �		 ���� �� xc� O ��� ���	�	��
����	4 xc 
� �� ���
�� �
�����	 π/2 ���� 	��� p ∈ P �* �*��	��*� �� ��	
�	��
�� �� 	��� Ep 
� ���
�
+	 
� ��	 ���
�� �
�	��
�� ��� �	�� ����
 ��	
������* 
	��	�
� �	+	� �	�� �� ���� ��
� '���� ��� 	�	�
* EP (x) �� ��� P ⊂
SN � �� x ��	 ���	 
� SN+1 $
	 ��	 �	��	� �� ��	 �	�
���	�	%�

$2% 5�	 �������* �	��+
��� �� crit(E)4 �� '	 �������� ��	 ���	 '�	�	 � 
�
�����	�	� �� ��	 ��
�� Aq !�����
�	# �� q� EPW 
� � ����� �	�������
�� �� ��	
�����
�� EAq $���	 [�[L�%� ��� EAq ��� � ��
��	 ����� �
�
��� �� q� ���
��
� 
� ��	 ���* ��
�
��� ��
�� �� EPW 	� �
� �	�	� �� ��	 �
�	 �� �	�������
���
+��
��	�� 9�	 ��� �		 �
�	���* ��	� ���� ��	 �	�������
�� ��	��@� ����
	
��	 ��
�
��� ��
�� ��������	 ����
�	 � ���� �� Aq4 
� � ���� �� Aq 
� ����
��	��	 �����	 ��
���� ��� ��	* ��	���* ���* �	�� Aq 
� SN+1� 0	 ���
� ��	�	
���� ���* 
� SN ��� ��#�	����� ����� �	�������
���4 
� ��/�	� �� ���	 ����
��� pi �	�� Aq ��	 ∇Epi ��	 ��� �����+	��	 �� ��	 ����	���
� ���	�	� SN

ε

$�	�������
��� �� SN % �	�� Aq� 5�	 +	��
�� �� ��
� ���� ��
�� '�
�� 
�
�	�	+��� �	��' 
�+��+	� �	�����
�
 ��	 ���
�	 �� ����� �	��
� ����	� ����
�� 
	 x′ → ∂HN+2�

0����� $�� $2�"�%%� 5� �
���
�* �����
�� ��� ���
�
���	 ��	 ������
��� �� ��	 �����
&��'��� �	��� ��� ���������
� ���� 
� H2 ⊂ C� '	 '
�� ����
�	� CenPW :
HN+1

− → HN+1
+ � 
	 '	 ���@� ��	 ��	 �	<	��
�� ��� �	�	� 5�
� 
���	��
� ����
	

��	��@� �6	�� ��������
�� ����	��
	��
.
+	� x ∈ HN+1

− � �� 
� $2��%� CenPW (x) ∈ HN+1
+ ⊂ SN+1� D�' SN+1 ������

� ���* �� HN+2 ��� SN = ∂HN+1
− ������ � ������* 
	��	�
� ���* �� HN+1

0 ⊂
HN+2� ��� ��	 
	��	�
� 
� HN+2 ���� x �� CenPW (x) �����	� ��
� HN+1

0 �� 	3����*
��	 ��
�� x′ = n(x)� ��	 ������	)	�
 ���&���	��� 0	 ��� �����	 '
����� ���� ��

	�	���
�* ���� x′ = 0 ∈ HN+2� �� ���� x ��� CenPW (x) ��	 ���
����� $'
��
�	��	�� �� ��	 ����� �	��
� �	�	��
�	� �* x′%� 5�	 ���
����� ����	��* 
���
	�
EPW 
� ��
�
��� �� x� ��� '	 ���
� ���� EPW ��� � ����� �
�
��� �� x�

F�� 1���� ���
�
 
��� ������� 	����
�* �� ��	 ��������� ������� �� ��	 �*�	����
�
�	��
�� �� x ��� CenPW (x) '
�� �	��	�� �� ��	 ����� �	��
�� $�* �*��	��*4 ����
��	 ���
����� 
�+��
���%� ������
�
�� 2�7 
���
	� ��	 �
�����	 �	��	��
�
 ����	��*
�� x� � ����� �
�
���� �� �	��
�� �� +	�
�* ��	 ���
��

5� ���1�� ��	 ���
� ��'� '	 '
�� �		� ���	 	3��
�
� �������	 ��� �	�
+��
+	�
�� Ep(x) = − log(|p − x|)� $'	 �� ��� �		� �� '���* ����� ��	 ���
�
+	 ��������
������
�
�
 ������� �	�	% 4 �* 	3��
�
� ��������
��� ��� ��	 �
�
�	 ��
�� p

��



$2�"% −∇uEp(x) =
(((p, x)x − p) , u)

1− (p, x)
,

'�	�	 p, x ��	 ��
��� �� ��	 ���	�	 |p|2 = |x|2 = 1 �� '	�� �� +	����� 
� RN+2� '	
��	 
��	� �������� (p, x) ����
��*
�
 +	����� �� ������ ��� ∇Ep(x) ∈ TxSN+1 
� ��	
����� ���&���	��� 0	 �	���� ����

$2�,% ∇2
vEp(x) = (1 − (p, x))−2((p, v)2 + (p, x)2 − (p, x)),

|v|2 = 1, v ⊥ x ��� ��	 ��� ��	�� 	��
�* 
� ��� �������� ����	 ��� N = 1�
D�' ��	 ��
�
��� ��
�� ����
�
�� 
�

$2�:% 0 = ∇EPW (x) = −
∑

wi(
(pi, x)x− pi

1− (pi, x)
) = ξ(x, PW )− (ξ(x, PW ), x)x,

'�	�	 '	 '�
�	

$2�;% ξ(x, PW ) =
∑ wi

1− (pi, x)
pi.

F�� P ⊂ SN ⊂ RN+1 =⇒ ξ(x, PW ) ⊂ RN+1� ��� x ∈ RN+2 − RN+1 �� $$2�:%%

���
	� (ξ(x, PW ), x) = 0� ��� ���	�+	�� ξ(x, PW ) = 0�

D�' 
� 
� 	��* �� �		 ����

∇2
vEPW (x) =

∑
wi(1 − (pi, x))−2((pi, v)2 + (pi, x)2 − (pi, x)) =

= [
∑

wi(1 − (pi, x))−2(pi, v)2]− (ξ(x, PW ), x) ≥ 0,

1�
��
�
 ��	 ������ �

-� ��+
��� ����
���	 ��� 
	�	���
�
�
 $2�"�% 
� �� ����' �
+
���� �0 '
�� �������


� HN+1
± ����	� ���� SN � ��� (��� �� '	��� 
� HN+1

+ � 0	 ��� 	��
�* ����� ��	 �����
���+	 �� ��+	� ��
� ���	4 '	 �
�� �� 
� ��	 ��	�		�
�
 ����� ���� $$2�;%%� ��� ����	�
���� ξ(x, PW ) = 0� '	 '
�� ���' (ξ(x, PW ), x) ≤ 0 '�
�� ��	���* ��/�	�� F�� ��	
pi ��� ��+	 ���
�
+	 ������	��� 
� ��	 eN+2 �
�	��
��� '�	�	 �	�� ������	��� 
� ��	
eN+2 �
�	��
�� ���� ��� SN � ��� x ��� �	
��
+	 ������	�� 
� ��	 eN+2 �
�	��
���
5��� $$2�:%% 
���
	� (ξ(x, PW ), x) ≤ 0�

C
����* '	 ��� ����* $2�"�% �� Eµ ��� ��* ���
�
+	 �	����	� �	
���
�
 µ �� �

�
�
� �� �
+
���� '
�� 1�
�	 ������� 
� HN+1
+ � ��� ��
�
 ����
��
�* '
�� �	��	�� ��

H− ��� >
+ $���
�
 �
�(�
���	��% �� 
	� ��	 �	��	��
�
 ����	��* 
� ��	 �
�
��

� ����& ;*,�* %������ P ⊂ HN+1
+ ��� ∀i, 0 < wi, �
�� CenPW : HN+1

− → HN+1
+

	� !���1��" �	������ �������	�
 �	�
 ������� �� �
� 
�������	� ����	�� /
� ���� 
����

��� Cenµ ��� ��� !�����	�	�� ���	�	�� ������	�	��" ������� µ �	�
 ������� 	� HN+1
+

�

-� � ����	��	��	� ��� ��
�
 �	���� , �����'
�
 $2�"�%� '	 ��� 	3�	�� ��	
>����* ?���	 �	��	�4

����00��3 ;*,,*  	��� P ⊂ HN+1
+ ��� ��	

�� �� ∀i, 0 < wi < 1/2� �� � ������� µ

�� ����� ��� �	�
��� ����� �� ���� ≥ 1/2� �
��� 	� � ��	��� �*�����	�� 	� HN+1
+ ��

ρCenPW ��� 	� �
���� �	�
 �
� 5������-���� ������ �
��� �
� ������ 	� ���� �������

��



2�7��� ��	��� ��	�	��� ��	�� ��� EPW 	� HN+1
− � $5�
� ����	��
�� 
� (��� � �	���
 

��� �����' �� �� ��
�
� �����	� ���� 
� ��	 ������% D��	 ���� ��	�	 
� � �������
����
���	 ��� ��	 �	���
�+	��	 �� x′ = n(x)� ���� ��	 ����� ���+	� ���	�* ��	 ���

crit(x′) ���� ���

�� �� 	��� x′ ∈ HN+1
0 ��	 ��
�
��� ��
��� xi �� EPW �����
��	� ��

��
� ������
���
��� 5�
� 
� � ��
��
 ����
+���	�� ��� 
� 
� ������� �� ���(	����	

��#<�"�+�� ;*,2* .� P ����� HN+1
− �
�� EPW 
�� �� ���� ��� ��	�	��� ��	�� ���

EPW 	� HN+1
− !�����	�
 ���	�	�� ��	

��"�

0	 �� ��� 	3�	�� ��	�	 �� �	 � ������� �	��
� 
� '�
�� ��	 �����
��� ��	 ���+	3
����
�� �� ��	 �	
	�	���	 ���	 '�	�	 P ����� � �������	� '	 	3�	�� � ��
��	
�
�	�� ��
�	 �� ��	 ���	�	 �� ����	����� �� ��	 ��
�
��� �	�� 0	 ���� �	���� ����
��	�	 
� �� 
��	�	��
�
 �	���
�� �	�'		� �	
	�	���
�� �� ��	 �	��
�� �� � ��
�
���
��
�� ��� �	+	���� �� ��
	����
�� �� ��	 ��� n '�
�� '	 '
�� ��� �	 ���	 �� �
�����
�	�	� 5�	 ���(	����	 
� 	��
�* ���
+��	� �* � ����
��
�* �	���� ��
�	�	��4 �� ���

�� 	+	�* ��
�
��� ��
�� 
� � ����� �
�
��� �� �
������
�� 
� ����
��	� 9�	 ��� ��	
�	�� ����*�
�
�* �� E �� '	��� 0	 

+	 � �
�	�� ��
	��� ��
�	�	�� �	��' 
� � ��	�
��
���	�

5�	 �����
��� EPW ��	 ���� ���(	����	� �� �	 ������� 
� ��	 �	��	 �� ����	 ��	 
��* 
� ��	�	 �	�
���	�	� $��� ����� �� $2�"�% ��� 	+	� ���	� ��� �	
	�	���	 �����
�
�
��%� �� ��	 
	��	��* �� EPW �	<	��� � 
����� ������

��� ����	��* '	 '
�� ��*
���� 
� 
� ������
	����� ������� $
� ���� '	 '���� ��	�	� �� ��* !����#� ��� ��	 �	��

� ���	��* ���	�%� �� '���� �	 
��	�	��
�
 �� ���' ��' '	�� EPW 
� ������

����*
�����	� ��� ���	� �����	� �� �
+
���� �� '	��� 5�	 ���
+��
�� ���	� ���� �����	3
����*�
�� '�	�	 ���������
� �����
��� ��+	 '	�� ���'� �	��	�� 
��	��	��
�� ��	� 
�	�
� ����	��
	�� 9�	 
� ��'�*� 
��	�	��	� 
� 1��
�
 ���	� �����	� �� �����
��� ��
���� '
�� �����
��� �	��+
����

0	 ��' �	���	 �� � �
���
1	� �	��
�
4 ���
�
 ���� $$2�;%% 
� �
�	�� 
� W � �� 
�
∇2

vEPW (x) 
� '���� ��+	 ��/�	� �� ��	�� ���
�
+
�* �� ��	 ����	� �� 	3��	�	 ��
���
�� ��	 ������� ���+	3 ����	 �� {W : ξ(x, PW ) = 0}� ��� �* �������� ���+	3
�*
��	��* ��
� �	���	� �� '	

��� '
�� �� ���� N + 2 ����	�� 	���
	�� 0	 ��� ����
'�
�	 ξ(x, PW ) =

∑
wip̂i� '
�� p̂i = 1

1−(pi,x)pi� F* 13
�
 � ��	�
�� ��� M

�	��
�
 x �→ ∞, Ax �→ 0� ��� �	��
�
 p̂i = Mpi� ��	 ����	� �
	 
� � 13	� ���	�	 Ŝ
��� � �
�
��� ������� ��� �	 �	�
+	� ���� CenPW (x) = Ax�

&� 
� 
� �� 
��	�	�� �� ����
�	� ��	 ���	 |P | = N + 2� ��� 13
�
 � 
	�	�
� ���� P �
x ��' �	�	��
�	� W ��
��	�* �* ξ(x, PW ) = 0�

0	 '
�� ��' ���' ���� W �	�	��
�	� x ∈ HN+1 ��
��	�* �����
�
 |P | = N +2�
F�� ��� 
	�	�
� P ��	 N + 1 �* N + 2 ����
3 �� pi 
� �� ���� N + 1� �� 
� ��� � ��	
�
�	��
���� �	��	�� ��* 0 =

∑
wi(P )pi� =�	���* ξ = 0 =⇒ wi

1−(pi,x) = λwi(P ) =⇒
wi = λwi(P )(1 − (pi, x))� �	'�
�
�
 (pi, x) = Px �� � ����
3 �������� '	 �		�
�� ��	�� ���� ��	 
��
	 
� RN+2 �� ��	 ��
� ���� BN+1 �* e − Px,e = (1, . . . , 1)

��	��	��� ��* �
�	 � �����
� � �� ���� ���	 $�� " x@� 

+	 �������
���� e − Px%�
$�� ��	 
��
	 ���(	��� � � 
��� ��	 ���	�	 �� �
���	3%� �� ��	 �������* '	�	 ���	
��	� ��	 �/�	 �
�	�� ����	 V = ���
	 �� e − Px �� EN+1 $��
�� RN+1% �����
��
� � 0 '�
�� 
���
	� ���� ��	 ���
	 �� Py �� y ∈ EN�����
�� Py0 = e ��� ���	 y0�

&
��	 wi, 1 − (p, x) > 0�
∑ wi

1−(pi,x)pi =
∑

aipi = 0 ��� ���
�
+	 ��	/�
	����

���'
�
 ���� � 
� 
� ��	 ���+	3 ���� �� pi� $D��	 ���� ���� 
� � 
� ��� 
� ��	 ���+	3
���� �� pi� ��
� 
���
	� ��	�	 
� �� ��
�
��� ��
�� 
� HN+1 ��� 
� 
� ��	�� 
� ��
� ���	
���� ��	 ����� �
�
��� ������ �	 
� ��	 �������*� ��
� 
� �� 
���
�
+	�* ���
��*
�


��



����*�
� �� ��	 ���	 '�	�	 P �
	� 
� � �	�
���	�	�% &� 0 <
∑

ai = (
∑

aipi, y0) = 0
��� �* ��	 �������
��
��� W �	�	��
�	� x ��
��	�* ��� 
	�	�
� P �

�����'!�!�# ;*,4* .� P ����� HN+1
− ��� |P | = N + 2 �
�� EPW 
�� �� ���� ���

��	�	��� ��	�� ��� EPW 	� HN+1
− �

���
+��	� �* ��	 ����
��
�* �	���� ��

	��	� ���+	� '	 �
������ 
� ��	 ���	
|P | = N + 2� ��	 �	� �� ��� �����
���� =�
�� 
� x, PW � 
�� ����	��	��	�� ����	� 
�
	�� '
�� ���	��
�� �� 
�@� 
��	�
�� Crito� ��� ��	 �	���
�� �� ��	 �������* �� ��	
�	
	�	���	 �	� $�����3
��� ���� �� P̂ %�

0	 ����
�	� =�
� 1�	�	� �+	� x ∈ HN+1 ��� �����	��
�	 ��	 1�	� �* P̂ � 
	
���1
����
��� �� p̂i ∈ Ŝ �� ���+	� 0 	3
��� 
6 0 ∈ Hull(p̂i) ��� ��	 p̂i �	�	��
�	
0 ��
��	�* 
� ��	 ��	 p̂i ��+	 ��3
��� ����� ��
� ����� 
� 0 ∈ Hullo(p̂i) � ��	 
��	�
���
9�	 '���� �
�	 �� +
	' ��
� �� ��	 
��	�
�� �� � �����
�� ����	� ��� '	 	3�	�� ����
������ �	������
��� �� ��	 
��
�	� i ∈�� ��	�	 
� � ��
��	 ��	� ����	��	� �	� P0

�� ���1
����
��� P̂ � 
� ��	 �����	�	�� �� ��	 �	
	�	���	 �	� $�����3
��� ���� 
	
�
�$����% %'���	 ������	 
� =�
��

2�7�"� �
� �����	��� %�
���) ����� ��� �	�	���� � 5�	 ������
��� �� ��	 " > ���	�

	 ��	 �����
��� &��'��� �	���� ������ �	 �����	�	� �* $
% '	��	�
�
 ��	 �*����	 
�	� �� ����' ��* '	

��� 
� ��	 $
��	�
�� ��% H2

+� ��� 	3�	��
�
 ��	 �	���
��	 �	�	
�� ���' ���� ρCenPW �	
�
 � �	�� ��� ��
�� ��/�	� ��� ��	 ��������
�� ����	��*�
$�	���� �� ���
+��
�� ��	 ���	 �� �	
��
+	 '	

��� 
� HN

+ % ��� $

% ����*�
�
 '�
��

�
+
����U�	����	� ��	 �����
��	� �� �	�� ���� �� H2� 5�	 ���	 �� ����
� �	����	�
'
�� ������� P ⊂ S1 �� ��	 �������* 
� 	��*4 ��	 13	� ��
��� p ∈ P ���� ��+	� ���
f : H2

− → H2
+� �	
��
+	 �	�� ����
��
	��� �	��	� �* $"��%� 0 < w ≤ 1� 5�
� 
� ��� ��

��� ��	�� ��� ������ �������I ���	 ���� ��	 13	� ��
�� ����	��* 
� ���� 
� ��	 ������
�
�
� �� ����
� �������� �� � �
6	�	�� �������� 
� �	�	����*� �� ���� '	 �	����	�
���� �	�	�
�	 �	����	 �� S1 

+	� � �������� ���� �� ����� ������* �	�������
���
��
�� 

+	 �	�� ���� �� H2� �� ��	 �	�������
�� 
�+��+	� � ������ �	����	 µ �� S1�
��	� ��	 ���� �	 ���	��� ����� ��
����
�*� �� �� ��	 �������*� �� ��	 �	����
�

�	�������
�� �� ρCenµ �+	� H2−� F�� ��	 ��� �	����� �* � ��
� �� ����� 
� H2

+

'
�� ����� 
��

���* '	

���� ��� ����� '	

�� �	��� �� �+�
� ��	 ��
����
�* 
���	�
5�	� ��
�
 ��	 !S2 ������
� �	����	# ���������
��� '�
�� '	 ����		� �� �
������


+	� ��* P ⊂ H−� '	 ������	 µ �� S1 '
�� ������ �������� '�
�� �	�	��
�	�
��	 ���	 ��� �� H2

−� ��� ��	 ���� 
	�� � �	�������
�� �* � �����
+
�� 	��
	����

������ �	����	 µ �� S1� '�
�� 
����	� � �	�� ����

&�����	 �0 ��� ������� 
� H2
+� ��	� ��� 	��� pi ∈ P � ��	 �	���
��
�� �� Epi ��

H2− 
� �* ���	��
�� ��	��* 	���� �� Eµ '�	�	 µ = µpi 
� ��	 !S2 ������
� �	����	#

�� pi �� S14 ��
� 
� (��� ��	 (��� �� ��	 ������ �	�
+��
+	 ∂ν Êpi �� 	��� x ∈ S1 �

$�� 	��
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