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Kurzzusammenfassung

Diese Arbeit geht aus der Diplomarbeit hervor, die ich zum Abschluss
meines Studiums der Wirtschaftsmathematik an der HTWK Leipzig ein-
gereicht habe. Die damalige Arbeit entstand unter der Betreuung von Prof.
Jost (MPI MIS Leipzig) und Prof. Rudolph (HTWK Leipzig). Der Titel
lautete ,,Schemen in Genetischen Algorithmen®. )

Die ersten drei Kapitel sind, abgesehen von einigen Anderungen und
Ergénzungen, aus der ersten Diplomarbeit iibernommen. Die Kapitel 4
bis 8 sind vollstindig neu erarbeitet.

Kernpunkte der ersten Diplomarbeit waren die mathematische Formu-
lierung des Genetischen Algorithmus und das Aufstellen der Evolutions-
gleichung fiir Schemen. Diese Gleichung beschreibt die quantitative Ent-
wicklung der Schemen in der Population. In der vorliegenden Arbeit wird
gezeigt, dass diese Evolutionsgleichung zu der Gleichung von C. R. Ste-
phens dquivalent ist.

Weiterhin werden die Untersuchungen auf Genetische Algorithmen aus-
geweitet, die eine Symmetrie-Fitnessfunktion und einen gerichteten Re-
kombinationsoperator verwenden. In diesen Algorithmen werden die Indi-
viduen beziiglich ihrer Symmetrie im Genom bewertet und die Kreuzung
nur fiir genotypisch &hnliche Individuen zugelassen. Hierfiir wird die an-
gepasste Evolutionsgleichung hergeleitet.

Als weiterer Bestandteil wird das Konzept der ,,Effektiven Fitness“ vor-
gestellt. Dieses liefert ein realistisches Maf fiir die Fortpflanzungschancen
der Populationselemente.

Verschiedene Basen fiir den Suchraum und seinen Dualraum, wie zum
Beispiel die Stringbasis und Bausteinbasis, werden erldautert. Abgesehen
von der Operatorenschreibweise kénnen die genetischen Operatoren auch
als Tensoren dargestellt werden. Die Renormierungsgruppe wird als Lo-
sungsmethode der Evolutionsgleichung vorgestellt.

Den Abschluss bilden numerische Untersuchungen am Genetischen Al-
gorithmus mit Symmetrie-Fitnessfunktion und gerichtetem Rekombinati-
onsoperator.
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1 Einleitung

Im Zeitalter der Bioinformatik erscheint die Synthese von Fachbegriffen
aus grundverschiedenen Wissenschaften nicht mehr befremdlich. So kann
man erahnen, was sich hinter , Genetischen Algorithmen® verbirgt. Inhalt
dieses Kapitels soll die Prézisierung dieser Ahnung sein. Grundbegriffe
und das Konzept der Genetischen Algorithmen werden vorgestellt. Die
Einfithrung ist bewusst auf das Wesentliche reduziert. Ausfiihrlichere Be-
schreibungen zum Thema ,Genetische Algorithmen“ kénnen in [Gol89],
[Mic96], [Mit96], [Nis97] oder [Poh00] nachgelesen werden.

1.1 Einfithrung in Evolutiondre Algorithmen

Genetische Algorithmen werden zur Losung von Optimierungsproblemen
verwendet. Ein Optimierungsproblem besteht in der Minimierung oder
Maximierung einer Funktion von mehreren Variablen. Diese Funktion wird
Zielfunktion genannt. Die Menge aller méglichen Variablenbelegungen wird
als Suchraum bezeichnet. Bei einem Optimierungsproblem koénnen eine
oder mehrere Bedingungen an die Variablen oder die Zielfunktionswerte
gestellt werden. Als traditionelle Optimierungsverfahren werden in dieser
Arbeit die deterministischen Verfahren verstanden. Sie sind zumeist stark
auf einen bestimmten Fall der Optimierung spezialisiert. Dazu gehoren
zum Beispiel der Simplexalgorithmus, das Newton-Verfahren, Varianten
der Quasi-Newton-Verfahren und Trust-Region-Verfahren. Bei diesen Ver-
fahren werden Stetigkeit, Differenzierbarkeit oder Konvexitat der Zielfunk-
tion vorausgesetzt. Sie bestimmen in der Regel entweder eine Folge von
Variablenbelegungen, die gegen das Optimum konvergieren soll oder be-
stimmen durch Transformation des urspriinglichen Optimierungsproblems
zu einem anderen das Optimum des Ausgangsproblems.

Evolutionire Algorithmen Genetische Algorithmen bilden eine Untergrup-
pe der Evolutiondren Algorithmen. Letztere werden seit den 60er Jahren
als Alternative zu traditionellen Optimierungsverfahren diskutiert, weiter-
entwickelt und mathematisch untersucht.

In der Literatur findet sich derzeit keine einheitliche Definition von Evo-
lutionéren Algorithmen. Die meisten Veroffentlichungen stimmen darin
iiberein, dass Evolutionédre Algorithmen stochastische Verfahren sind. Sie
bieten Losungsansétze fiir Optimierungsprobleme, indem sie bestimmte
Elemente aus der Evolutionstheorie modellieren.

Evolutionére Algorithmen basieren dhnlich der darwinschen Lehre auf
dem Prinzip ,Der Stérkere iiberlebt“. Das Ziel ist, Losungen in einer Pro-
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grammumgebung selbststéndig entwickeln zu lassen, indem man die der
Evolution zugrundeliegend geglaubten Prozesse (auch Ewvolutionsfaktoren
genannt) modelliert.

Die zentralen Evolutionsfaktoren sind die Vererbung und Vermischung
des Erbguts, die Selektion der am besten an die Umwelt angepassten In-
dividuen und die Mutation.

Evolutionédre Algorithmen arbeiten mit einer Population P;, deren Ele-
mente Individuen genannt werden. Diese Individuen représentieren Ele-
mente des Suchraums, also konkrete Variablenbelegungen. Dabei kénnen
zwei oder mehr Individuen auch dieselben Belegungen repréasentieren. Die
Individuen werden mit den Elementen, die sie repréisentieren, identifiziert.

Durch Anwendung der genetischen Operatoren auf die Population P
unterliegt diese Population generationséhnlichen Verédnderungen. Dies be-
deutet, dass die Individuen von P;,; aus Transformationen der Individuen
von P; hervorgehen. Der Index t € INy der Population P; bezeichnet dabei
die Generation, in der sich die Population befindet. Genetische Operatoren
modellieren die oben genannten Evolutionsfaktoren. Zu den elementarsten
genetischen Operatoren gehdren die Fitnesszuweisung, die Selektion, die
Rekombination und die Mutation. Sie werden spéter in diesem Abschnitt
naher beschrieben.

Ablauf eines evolutiondren Algorithmus Der Ablauf besteht aus dem auf-
einander folgenden Anwenden der genetischen Operatoren. Die Reihenfol-
ge der genetischen Operatoren kann variieren. Hier wird die Reihenfolge
vorgestellt, die in dieser Arbeit verwendet wird. Abbildung 1.1 zeigt den
typischen Ablauf eines Evolutiondren Algorithmus.

Ausgehend von einer Anfangspopulation Py werden Folgepopulationen
P11 in folgender Weise gebildet: Nach einer Fitnesszuweisung werden ei-
nige Individuen ausgewéhlt (Selektionsoperator), um Klone, also exakte
Kopien ihrerselbst, zu erhalten. Die Auswahl dieser Individuen kann auf
Grund der Erfiillung der an die Variablen gestellten Bedingungen erfolgen,
oder durch den Zielfunktionswert begriindet sein. Anstelle von ,,Klonen*
spricht man héaufiger von ,, Nachkommen®. Diese Nachkommen werden
durch den Rekombinationsoperator und den Mutationsoperator transfor-
miert. Im Anschluss werden die Individuen der Folgepopulation P aus
den Individuen von P; und den transformierten Nachkommen bestimmt.
Auf welche Art die Folgepopulation zusammengesetzt wird und auf welche
Weise die Transformationen des Rekombinations- und Mutationsoperators
durchgefiihrt werden, ist problemabhéngig. Die urspriingliche Population
wird dann durch P4 ersetzt. Der Zyklus vom Anwenden des Selektions-
operators bis zum FErsetzen der Population wird als Generation bezeichnet.
Anschlieend wird wieder die Fitness zugewiesen, selektiert, rekombiniert
und mutiert. Dies geschieht so lange, bis ein bestimmtes Abbruchkriteri-
um erfiillt ist. Das kann eine maximale Generationenanzahl sein oder eine
ausbleibende signifikante Anderung des besten Zielfunktionswertes eines
Individuums in der Population iiber mehrere Generationen. Durch das



1.1 Einfiihrung in Evolutiondre Algorithmen

Initialisierung der
Population

Abbruchbedingung ja Abbruch
erfullt?

nein

| Fitnesszuweisung |

| Selektion |

| Rekombination |

| Mutation |

Bilden der nachsten
Generation

Abbildung 1.1: Beispiel fiir den Ablauf eines Evolutiondren Algorithmus

wiederholte Anwenden der genetischen Operatoren erhofft man sich eine
schrittweise Annédherung der Individuen an das Optimum oder die Optima
des zugrundeliegenden Problems.

Abbildung 1.2 gibt einen Uberblick zur Einordnung und liefert eine Zu-
sammenfassung der gebriduchlichsten Arten der Evolutiondren Algorith-
men. Unabhéingig voneinander wurden zwei Gruppen von Algorithmen
entwickelt, welche Evolutionsprozesse simulieren. Beide Gruppen werden
heute als Evolutiondre Algorithmen zusammengefasst.

Genetische Algorithmen Fiir Genetische Algorithmen existiert ebensowe-
nig wie fiir Evolutionédre Algorithmen eine einheitliche Definition. Gene-
tische Algorithmen werden als Verfahren betrachtet, welche mit binéren
Zeichenketten arbeiten und eine Form der Selektion, der Rekombination
und der Mutation verwenden. Die Verwendung der Rekombination ist der
wesentliche Unterschied zu Evolutiondren Algorithmen. Da die Rekombi-
nation sehr wirksam bei der Optimierung ist, findet man sie mittlerweile
auch bei anderen Evolutionéren Algorithmen. Urspriinglich zeichnete je-
doch die Rekombination den Genetischen Algorithmus aus.

Die Bezeichnungen der Objekte eines genetischen Algorithmus sind an
die Biologie angelehnt. So arbeitet ein Genetischer Algorithmus mit Geno-
men, Genen und Allelen. In natiirlichen Zellkernen ist die Erbinformation
im Genom gespeichert, ein Gen entspricht einem Genomabschnitt und die
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Evolutiondre Algorithmen
Genetische Algorithmen Evolutionsstrategien
Bezeichnung wurde urspriinglich In Deutschland entwickelte
von Bagley [Bag67] gepragt. Methode um Rechenberg, Bien-
Genetische Algorithmen arbeiten ert und Schwefel [Rec73].
mit Bindrkodierungen der Ele- Nicht nur die Individuen der
mente des Suchraumes. Die Population durchlaufen den
Theorie entstand in den USA um| Evolutionsprozess, sondern auch
Holland. Hauptfrage war die die Kontrollparameter der gen-
Kodierung, die Verarbeitung und etischen Operatoren (pe, pm)-
das Weiterreichen von Infor- Veréinderungen finden zufillig
mationen durch die Evolution. statt, dabei sind kleinere wahr-
[Gol89], [Hol75] scheinlicher als grofiere.
Genetische Programmierung Evolutiondre Programmierung
Genetische Algorithmen, deren Wurde hauptséchlich von Fogel,
Individuen Computerpro- Owens und Walsh [FOW66]
gramme oder andere struktur- konstruiert. Die Objekte des
ierte Elemente, wie Bidume Suchraumes sind endliche
oder Konstruktionen sind. Automaten.
[K0z92]

Abbildung 1.2: Evolutiondre Algorithmen

verschiedenen méoglichen Ausprégungen eines Gens werden Allele genannt.
Bei Genetischen Algorithmen werden die binéren Zeichenketten als Geno-
me oder als Genotypen bezeichnet. Die Gene kodieren einzelne Eigenschaf-
ten der Elemente des Suchraums und koénnen mehrere Zeichenpositionen
vereinigen. In dieser Arbeit werden der Einfachheit halber die einzelnen
Zeichenpositionen als Gene und ihre Bitbelegung als Allel bezeichnet.

Im Folgenden sollen die genetischen Operatoren genauer betrachtet wer-
den. Es wird sich auf Operatoren beschrénkt, die auf bindren Zeichenket-
ten agieren konnen, und somit fiir den Gebrauch in Genetischen Algorith-
men geeignet sind.

Fitnesszuweisung Die Fitnesszuweisung erfolgt in der Regel vor der Se-
lektion. Jedem Individuum wird ein Fitnesswert zugewiesen. Dieser ist
abhéngig von seinem Zielfunktionswert und der Erfiillung oder Nichter-
fiilllung der Bedingungen, die an die Variablen gestellt werden. Der Fit-
nesswert ist ein Maf fiir die Anzahl an Nachkommen, die das Individuum
bekdme, wenn es selektiert wiirde.

In dieser Arbeit wird hauptséchlich die proportionale Fitnesszuweisung
benutzt. Sie findet vor der Selektion statt. Die Fitness eines Individuums
wird proportional zu seinem Zielfunktionswert bestimmt.

Die Fitnesszuweisung kann auch nach der Mutation erfolgen. Dann ist
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die Fitness eines Individuums ein Mafl dafiir, wie wahrscheinlich es ist,
dass es in der Population ersetzt oder in die Folgepopulation eingefiigt
wird.

Selektion Die Selektion kann praktisch an jeder beliebigen Stelle im Al-
gorithmus erfolgen. Sie legt fest, welche Individuen tatséchlich Nachkom-
men erhalten oder welche Individuen durch andere in der Folgepopulation
ersetzt oder eingefiigt werden.

Die in dieser Arbeit gebrauchte Selektionsform ist die fitnessproportio-
nale Selektion. Sie bestimmt, welche Individuen zur Rekombination aus-
gewdhlt werden. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Individuum ausgewéhlt
wird, entspricht seiner relativen Fitness. Diese ergibt sich aus dem Verhélt-
nis seines Fitnesswertes zu der Summe der Fitnesswerte aller Populations-
elemente.

Rekombination Die Rekombination wirkt auf den Genomen von minde-
stens zwei Individuen und wird meist in einer Form des Uberkreuzungs-
austausches (auch ,,Crossover® oder , Kreuztausch“ genannt) genutzt. Das
Ziel der Rekombination ist das Einbringen von neuen Individuen in die Po-
pulation sowie die Kombination zweier guter Individuen zu mdoglichst noch
besseren Nachkommen. Héufig wird der n-Punkt Kreuztausch mit n = 1
verwendet. Mit der Kreuztauschwahrscheinlichkeit p. werden geméaf einer
gleichméBigen Verteilung n Schnittstellen zwischen zwei Genen zweier Ge-
nome ausgewahlt und die dazwischenliegenden Abschnitte ausgetauscht.

Mutation Die Mutation operiert auf den Zeichenketten einzelner Indivi-
duen in der Regel nach dem Rekombinationsschritt. Der Zweck der Mu-
tation liegt in der VergroBerung der Diversitdt der Population, denn als
einziger genetischer Operator dndert die Mutation die Allelenhéufigkeit.
Ist ein Allel an einem bestimmten Gen in allen Genomen verloren, so kann
dieses Allel nur durch die Mutation wieder in die Population gelangen. Bei
der bitweisen Mutation wird jedes Allel mit der Mutationswahrscheinlich-
keit p,, negiert, das heiflt eine ,,0“ durch eine ,,1* ersetzt und umgekehrt.

Vorteile und Nachteile von Evolutiondren Algorithmen Einige Unterschie-
de zwischen Evolutiondren Algorithmen und traditionellen Optimierungs-
verfahren, und zwar der stochastische Charakter und die Verwendung von
Populationen, wurden bereits angesprochen. Ein weiterer wesentlicher Un-
terschied besteht darin, dass Evolutionére Algorithmen héufig mit Kodie-
rungen der Elemente aus dem Suchraum arbeiten.

Durch das einfache und wenig spezialisierte Konzept besitzen Evolu-
tiondre Algorithmen breite Anwendungsmoglichkeiten. Sie finden nicht
immer die Optimallosung. Dieser Punkt hatte lange Zeit die Forscher
beschéftigt, bis man herausfand, dass die Zielstellungen von Optimierern
und Evolutiondren Algorithmen nicht immer identisch sind. So ist man
als Anwender am Optimum des Problems interessiert, ein Evolutionérer
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Algorithmus ist jedoch so konstruiert, dass er das Optimum der Evolution
sucht. Das heifit es wird ein Element gesucht, das nicht nur die Optimie-
rungsaufgabe gut 16st, sondern auch noch moglichst robust gegeniiber der
Rekombination und Mutation ist. Darauf wird in Kapitel 5 eingegangen.

Ein Vorteil von Evolutiondren Algorithmen liegt in dem relativ schnellen
Finden einer Losung. Besonders geeignet sind sie daher bei Optimierungs-
problemen, bei denen moéglichst rasch eine Losung gefunden werden soll, es
aber ausreicht, wenn ein Nebenmaximum gefunden wird, das fast genauso
gut wie das exakte Optimum ist.

Sie eignen sich weniger, wenn die Auswertung der Zielfunktion besonders
zeitintensiv ist, denn die Verwendung von Populationen erfordert zahlrei-
che Zielfunktionswertberechnungen.

Die populationsbasierte Vorgehensweise bietet den Vorteil, dass mehre-
re Optima bei multimodalen Zielfunktionen gefunden werden kénnen. Da
keinerlei Informationen iiber die Zielfunktion, abgesehen von den Funk-
tionswerten, benotigt werden und auch keine Bedingungen an die Ziel-
funktion gestellt werden, eignen sich Evolutionédre Algorithmen auch bei
nichtlinearen und unstetigen Zielfunktionen.
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Mit diesem Kapitel werden Bezeichnungen und Konstrukte eingefiihrt,
die fiir die Formalisierung und die Analyse von Genetischen Algorithmen
notwendig sind. In Abschnitt 2.1 werden die genetischen Operatoren kon-
kretisiert. Durch diese Konkretisierung der genetischen Operatoren erhélt
man einen speziellen Genetischen Algorithmus. Dieser wird ausgezeichnet
und ,einfacher genetischer Algorithmus® genannt.

In der Forschung werden verschiedene Modellierungsansétze fiir Geneti-
sche Algorithmen verfolgt. Zum Beispiel modelliert Vose [Vos99] die Popu-
lation, auf der die genetischen Operatoren wirken, als dynamisches System.
Andere Ansétze nutzen Markov-Prozesse oder Methoden der Statistischen
Mechanik. Diese Arbeit beschéftigt sich mit der Schematheorie, welche
J. H. Holland entwickelt hat, um ein Versténdnis fiir die Wirkungsweise
von Genetischen Algorithmen zu erhalten [Hol75]. Mit dem Schemensatz
zeigt Holland, dass sich bestimmte Klassen von Individuen mit wiinschens-
werten Eigenschaften exponentiell schnell in der Population ausbreiten
und versucht damit, eine Erkléarung fiir das schnelle Finden einer hinrei-
chend guten Losung zu geben. In Abschnitt 2.2 wird die Schematheorie
vorgestellt, damit spater der Schemensatz von Holland hergeleitet werden
kann.

2.1 Der einfache genetische Algorithmus

Genetische Operatoren wurden bereits in Abschnitt 1.1 vorgestellt. Sie
modellieren die aus der Evolutionstheorie {ibernommenen Evolutionsfak-
toren. Genetische Operatoren konnen beliebig variiert und an das zu un-
tersuchende Problem angepasst werden. Daher ist es notwendig, sich vor
Beginn der Untersuchungen auf ein konkretes Modell eines genetischen
Algorithmus zu einigen. In dieser Arbeit wird die proportionale Fitnesszu-
weisung verwendet sowie die Selektion der am besten an die Umwelt an-
gepassten Individuen (fitnessproportionale Selektion), die einfachste Form
des Kreuztausches (1-Punkt Kreuztausch) und die Mutation auf bindren
Zeichenketten (bitweise Mutation). Der resultierende Algorithmus wird
einfacher genetischer Algorithmus genannt.

In dieser Arbeit wird er nur fiir Optimierungsprobleme genutzt, welchen
eine Maximierungsaufgabe einer reellwertigen nichtnegativen Zielfunktion
z zu Grunde liegt.

Die Lénge der Genome wird mit [ bezeichnet. Die Populationsgrofie soll
gerade sein, um den 1-Punkt Kreuztausch zwischen jeweils zwei Indivi-
duen durchfiithren zu kénnen. Die Populationsgréfie wird mit 2n (n € N)
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bezeichnet. Weiterhin werden die Individuen nicht nur mit den Elemen-
ten des Suchraums, welche sie représentieren, sondern auch mit ihren
Genomen identifiziert. Die Genomschreibweise fiir ein Individuum z ist
r= (', 2% ... 2t) = 22?2l

Um den einfachen genetischen Algorithmus von dem mathematischen
Verfahren, welches dem Algorithmus zu Grunde liegt und hier formuliert
werden soll, zu unterscheiden, wird dem Verfahren der Name ,, genetisches
Verfahren“ gegeben. Ein einfacher genetischer Algorithmus soll eine Im-
plementierung des genetischen Verfahrens sein. An dieser Stelle wird noch
einmal daran erinnert, dass es sich um ein stochastisches Verfahren han-
delt. In der recherchierten Literatur befinden sich keine, fiir die Zwecke die-
ser Arbeit, passenden mathematischen Beschreibungen eines genetischen
Algorithmus. Daher werden im Folgenden Abbildungen eingefiihrt, welche
als Grundlage fiir die genetischen Operatoren des einfachen genetischen
Algorithmus dienen konnen.

Das genetische Verfahren konstruiert, ausgehend von einer Population
Py eine Folge von Populationen {P;};>1, also Mengen von Elementen aus
dem Suchraum £, in denen ein Element mehrfach auftreten kann. Die Fol-
gepopulation wird erzeugt, indem die einzelnen Abbildungen nacheinander
auf die Population P, angewendet werden.

Eine Population ist eine ungeordnete 2n-elementige Menge mit Elemen-
ten aus 2. Zunédchst wird P als die Menge aller méglichen Populationen
der GroBe 2n definiert:

P = 2",

Dabei ist 22" die Faktorgruppe oder die Menge der Aquivalenzklassen zu
der Aquivalenzrelation ~:

e

Fiir die Aquivalenzrelation gilt:

(a1,...,a9,) ~ (ay,...,ay,) & 3TE Soy: a) = arp
Vke{l,....2n} und ay,a €,

wobei Sy, die symmetrische Gruppe der Ordnung 2n ist. Nun wird eine
Funktion P : Ny — P definiert, die jedem Zeitschritt ¢ eine Population
aus P zuordnet:

P(t) = Pt.

Nun sind P und P, genau definiert und kénnen zur Beschreibung der ge-
netischen Operatoren genutzt werden.
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Fitnesszuweisung Der Operator der proportionalen Fitnesszuweisung wird
folgendermaflen definiert:

Definition 2.1 Die proportionale Fitnesszuweisung ist eine Abbildung F
vom Suchraum 24 in die Menge der positiven reellen Zahlen, die folgen-
dermajlen beschrieben ist:

F : 2A—R{
B az(x) : xeD(z)
Flz) = { 0 . sonst a>0.

Der Wert F(x) heifit Fitnesswert des Elementes x € 2. Die propor-
tionale Fitnesszuweisung ordnet jedem Element aus 2 einen Fitnesswert
zu, welcher gleich dem Zielfunktionswert von z multipliziert mit einem
Proportionalitéitsfaktor a ist. Durch die Beschrankung auf Maximierungs-
probleme und die Definition von F ist gesichert, dass jedes Element einen
nichtnegativen Fitnesswert besitzt. Der Fitnesswert ist unabhéngig von
der Generation ¢.

Der durchschnittliche Fitnesswert der Population P, wird mit F; be-
zeichnet:

E:% > F(a).

x€EP;

Definition 2.2 Fine Funktion

ft - B(P) — RI0, 1]

heifit Fitnessfunktion zu einer Abbildung F : 2 — R{, wenn gilt:

s o wenn Fy) =0Vy € P,
a z}) =: fi(z) =
@ MDA s pg) o
(b) i (U Ai) = Z fi(A;)  fir paarweise disjunkte A; € P(P,).
il il

Der Wert fi(z) wird relative Fitness oder auch relativer Fitnesswert von
x genannt und ist von P, abhéngig.

Selektion Fiir die Beschreibung der fitnessproportionalen Selektion sind
mehrere Schritte notwendig. Zum einen wird eine Bijektion n} : P, —
{1,2,...,2n} =: Q definiert, die dazu dient, die Individuen von P; durch-
zunummerieren, und zum anderen wird ein Wahrscheinlichkeitsraum kon-
struiert.



2 Grundlagen

Hilfssatz 2.1 Das Tupel (Q,B(2), fi) beschreibt einen Wahrscheinlich-
keitsraum.

Beweis: Es muss Folgendes gezeigt werden:
a) P(Q) ist eine o-Algebra iiber Q.
b) f; ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf3.

zu a) P(Q) ist bekanntlich eine o-Algebra iiber Q.

zu b) aus [WL92J:

»Ist Q eine Ergebnismenge und ist 2 eine o-Algebra von Ereignissen iiber
Q, so heifit eine Abbildung P : 2 — R ein Wahrscheinlichkeitsmafs, wenn
gilt:

(i) P(A) >0 fiir alle A € 2,
(i) P(Q) =1,

(iii) P <U A,) = > P(4;) fiir paarweise unvereinbare FEreignisse
i=1 =1
A; € 2.

Nach Definition von f; sind (i) und (iii) erfiillt.
Zu (ii): Die Abbildung n} ist eine Bijektion n} : P, — Q. Somit kann
geschrieben werden:

() = fu(P) = 1 ( U ) WS ).
zEP; zeP;

Nun sind zwei Félle auf Grund der Definition von f; zu unterscheiden:
1. Fall: F(z) =0 Vz € P, dann ist

1 1
S Ay => o =2n5-=1 da|p|=2n

zeP; zeP;

2. Fall: 3z € P, : F(x) > 0, dann ist

o 5
ORI I B M)
F(y Py
zEP; zeP; yg]:gt ( ) yg]:gt ( )
Somit ist (ii) erfiillt und der Hilfssatz bewiesen. O

Mit Hilfe der Bijektion n; kann eine Zufallsgrofe X, : @ — Q C R iiber
dem Wahrscheinlichkeitsraum (9, B(Q2), f;) definiert werden:

Xi(w) = n}(x), wenn das Individuum z ausgewiihlt wurde
= n}(z) mit der Wahrscheinlichkeit f;(z),z € P;,w € Q.

10



2.1 Der einfache genetische Algorithmus

Das Ergebnis eines zufélligen Experimentes ist w. Wird das Zufallsexpe-
riment fiir X; genau 2n-mal wiederholt, so bezeichnet X;(w;), w; € Q, das
Ereignis, welches im i-ten Versuch eingetreten ist.

Der Zweck der Selektion fiir das genetische Verfahren liegt in der Aus-
wahl der Individuen fiir den Rekombinationsoperator, der auf jeweils zwei
Individuen wirkt. Insofern wird der Prozess des Auswéhlens und der an-
schlieBenden Paarbildung abgekiirzt und somit auch die Rechnungen ver-
einfacht. Realisiert wird dies durch die Anordnung zu Paaren wihrend der
Selektion. Das Versuchsergebnis ist somit eine Menge von Paaren, in de-
nen jedes Element 2 mit der Wahrscheinlichkeit f;(z) auftritt. Diese Menge
wird mit S; bezeichnet:

S = {{Xi(wn), X2} (Xalwan1), Xe(wan)} -

Da n; eine Bijektion zwischen P, und Q definiert, beschreibt S; eine n-
elementige Menge von Paaren von Individuen aus P;, in denen ein In-
dividuum auch mehrfach auftreten kann. Die Menge S; kann damit als
Teilmenge von A2 betrachten. Fiir die Menge aller n-elementigen Teilmen-
gen von A% wird das Symbol (22)" eingefiihrt. Nun ist es moglich den
Selektionsoperator zu definieren:

Definition 2.3 Die fitnessproportionale Selektion Og zu der Fitnessfunk-
tion f; ist eine Abbildung

Og:P — (A"  mit
Pt = St'

Die Menge Og(P;) besteht aus ungeordneten Paaren von Individuen aus
P;, wobei die Wahrscheinlichkeit, dass sich ein Individuum x € P; in einem
beliebigen Paar in der Menge Og(P;) befindet, fi(z) ist.

Rekombination Ein Kreuztausch zwischen zwei Individuen aus Og(P;) fin-
det mit einer Wahrscheinlichkeit von p. statt. Zwei Individuen z; und z»
werden gekreuzt, indem eine Kreuzungsstelle k& in ihren Genomen aus-
gewdhlt wird und zwei neue Elemente z; und iz, gebildet werden. Eines
besteht aus den ersten k& Allelen von x; und den letzten (I — k) Allelen von
. Das andere Element besteht aus den ersten k& Allelen von z9 und den
letzten (I — k) Allelen von . Abbildung 2.1 veranschaulicht den Vorgang.

Der Kreuztausch agiert auf einer Menge C' von Paaren von Individuen:

= {{x17x2}7{x37x4},---,{xQn_l,I'Qn}} ZT; 69/[ VZ € {1,727’L}

C
C e (A"

11
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oo [TIT.T] Di>|||><|||| L. BT T &
= _ 2 T 5 [ s -
Auswahll der Uberkreuzen der Gekreuzte

Chromosomenab— Chromosomen

Kreuzungsstelle )
k=2 schnitte

Abbildung 2.1: Beispiel fiir einen Kreuztausch zwischen x1 und xo mit der Kreu-
zungsstelle k = 2.

Sei Q1 ={0,1,...,1l — 1} eine Ergebnismenge und f. : P(2;) — R[0, 1]
ein Wahrscheinlichkeitsmaf}, welches die Kolmogoroffschen Axiome erfiillt
und fiir welches gilt:

1—p. @ k=0
fe({k}) = fe(k) = ke .
pcl_% : k#0

Das Tupel (1, B(1), f.) bildet ebenfalls einen Wahrscheinlichkeitsraum.
Eine Zufallsgrofie Y : Q; — Q; C R wird iiber diesen Wahrscheinlichkeits-
raum definiert mit:

0 : es findet kein Kreuztausch statt
Yw) = k : es findet ein Kreuztausch statt und die Kreu-
zungsstelle ist k € {1,...,1 -1}

=k mit Wahrscheinlichkeit f.(k); w,k € ;.

Das Wahrscheinlichkeitsmafl f. wurde eingefiihrt, um die Wahrschein-
lichkeit, dass zwei Elemente an der Kreuzungsstelle k gekreuzt werden,
beschreiben zu konnen. Die Kreuzungsstelle kann zwischen 1 und (I — 1)
liegen. Es wurde ein zusétzliches Ereignis k¥ = 0 eingefiihrt, welches das-
jenige Ereignis symbolisiert, bei dem iiberhaupt kein Kreuztausch zweier
Elemente stattfindet. Da die Kreuztauschwahrscheinlichkeit p. betrégt, ist
fe(0) = 1 — p. die Wahrscheinlichkeit, dass zwei Elemente nicht gekreuzt
werden. Findet ein Kreuztausch statt, so ist f.(k) = pcl_% die Wahrschein-
lichkeit, dass die Kreuzungsstelle an der Stelle ¥ gewéhlt wurde. Damit
ist gesichert, dass die Kreuzungsstelle gleichméfig zwischen 1 und (I — 1)
verteilt ist.

Ein Zufallsexperiment fiir Y wird n-mal, also fiir alle n Paare wiederholt.
Das Ereignis im i-ten Versuch ist Y (w;).

Es wird eine Abbildung x definiert:

ko WxQ — A
. {ml,mg} : k=0
K({xlax2}7k) - { {Ci'l,.fi'Q} . k:?éo

: ~ _ 1 k o k+1 l
mit 1 = (x1,...,20,25 ..., 2)
~ _ 1 k. k+1 l
To = (23,...,25,27 ..., 27).

12



2.1 Der einfache genetische Algorithmus

Die Menge

K' = {s({z1,22},Y(w1)), ..., ({@2n—1, 220}, Y (wn)) }

ist eine Teilmenge von (A2)". Ein Paar kann aus zwei Elementen von P,
bestehen (wenn kein Kreuztausch zwischen ihnen stattfand) oder aus zwei
Elementen von 2, die beim Kreuztausch zwischen zwei Elementen aus P;
entstanden sind. Nun werden die Paare von K’ vereinigt, damit man mit
einer Menge von Elementen aus 2 arbeiten kann:

K = Un({mm_hwm},Y(Wi))-

Mit der Hilfe von K kann der Kreuztauschoperator definiert werden:

Definition 2.4 Der 1-Punkt Kreuztauschoperator Ok ist eine Abbildung

OK:(ﬂQ)n — P mit
C — K.

Wird Ok auf eine Menge C' angewendet, so werden die zwei Elemente
je eines Paares mit der Wahrscheinlichkeit p. gekreuzt. Findet ein Kreuz-
tausch zwischen zwei Elementen statt, so werden sie an einer gleichméfig
im Genom verteilten Stelle gekreuzt. Das Resultat des 1-Punkt Kreuztau-
schoperator ist eine Menge, die aus gekreuzten oder ungekreuzten Elemen-
ten von P, besteht.

Mutation Nun soll der Mutationsoperator formuliert werden. Dieser wird
allgemein fiir eine 2n-elementige Menge M € P mit Elementen aus 2 defi-
niert. Jedes Allel eines Genoms wird mit der Mutationswahrscheinlichkeit
pm mutiert. Findet eine Mutation statt, so wird eine ,,1“ durch eine ,,0¢
ersetzt und umgekehrt.

Zu Beginn werden die Elemente von M mit Hilfe der Bijektion ns :
M — Q nummeriert. Es wird der Ergebnisraum Q = {0,1} und das
Wahrscheinlichkeitsmafl f,,, : B(Q2) — R eingefiihrt. Fiir f,, soll gelten:

Pl = fu@ ={ P AT geo,

Damit ist das Tupel (2, B(Q22), fmn) ein Wahrscheinlichkeitsraum iiber dem
die Zufallsgréfie Z : Q9 — Q9 C R definiert wird:

es findet keine Mutation statt
es findet eine Mutation statt

mit der Wahrscheinlicheit f,,(0)
mit der Wahrscheinlicheit f,,(1)

20 = {

_ o = O

w € Q.

13
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Die Zufallsgrofie Z beschreibt das Ereignis, ob eine Mutation an einem
Allel stattfindet oder nicht. Das Zufallsexperiment fiir Z wird fiir jedes
Element von M genau [-mal durchgefiihrt. Das Ereignis des j-ten Versu-
ches fiir das i-te Element ist Z¢(w;).

Es wird eine Abbildung m; definiert, die einem Element dasjenige Ge-
nom zuordnet, welches bei Stattfinden der Mutation dieses Elementes am
j-ten Allel entsteht:

m; 0 AX Dy — A
(... 27,... 2h) : g=0

Nun wird die Abbildung m eingefiihrt, welche einem Element dasjenige
Element zuordnet, welches nach [ Zufallsexperimenten fiir Z entsteht:

m : A—A
m(z;) = ml(---mg(ml(xi,Zi(wl)),Zi(wg))--- ,Zi(wl)).

Damit kann nun die Menge M’ als Menge der Elemente aus 2, die nach
dem Stattfinden oder Nicht-Stattfinden von Mutationen an den Allelen
der Genome von M entstanden ist, beschrieben werden:

M' = {m(z1),m(z2),...,m(x2n)}.
Mit der Hilfe von M’ kann nun der Mutationsoperator definiert werden:

Definition 2.5 Der Operator der bitweisen Mutation Oy ist eine Abbil-
dung

OMI]P) — P
M — M.

Das genetische Verfahren Nach der Definition der Operatoren F, Og, O
und Oy, wird nun das genetische Verfahren konkretisiert: Ist eine Anfangs-
population Py gegeben so erzeugt das genetische Verfahren eine Folge von
Populationen {P;};>1 mit folgender Iterationsvorschrift:

Pry1=0M(Ok(0s(F2)))  t € N.

Zu Beginn einer Iteration werden also die Individuen von P; selektiert
und auf diese der Kreuztauschoperator angewendet. Auf die resultierenden
Elemente wird der Mutationsoperator angewendet.

Die Werte fiir die Wahrscheinlichkeiten p,, und p. werden bei dem ein-
fachen genetischen Algorithmus konstant gesetzt, sind also nicht von der
Generation ¢ abhéngig. In der Praxis werden hiufig p. nahe 1 und p,, nahe
0 gewahlt, da fiir diese Belegung gute Ergebnisse erzielt wurden.

14



2.2 FEinfiihrung in die Schematheorie

2.2 Einfiihrung in die Schematheorie

In diesem Abschnitt wird eine kurze Einfithrung in die Schematheorie ge-
geben. Konzept und Bezeichnungen sind von [Hol75] iibernommen. Die
Schematheorie beschreibt die Konstruktion von Schemen. Diese sind von
der verwendeten Kodierung abhéngig. Zunéchst wird die Konstruktion
von allgemeinen Schemen beschrieben und im Anschluss daran die Spe-
zialisierung auf bindre Schemen fiir Genetische Algorithmen.

Das Ziel der Schematheorie ist die Suche nach einer Moglichkeit, die
Elemente des Suchraumes miteinander zu vergleichen. Dabei wird vom
direkten Vergleich der Zielfunktionswerte abgesehen. Mittlerweile gibt es
mehr Beweggriinde fiir die Schemennotation. Darauf wird im Kapitel 6
eingegangen.

Um bestimmte Eigenschaften der Elemente zu quantifizieren, werden
Detektoren definiert.

Definition 2.6 Fin Detektor ¢ ist eine Abbildung des Suchraumes 2 in
den Wertevorrat V.

6:2 — V.

Die Menge von Detektoren wird mit A bezeichnet:

A={0;:A—V;,i=1,....m} meN.

Dabei ist V; der Wertevorrat des i-ten Detektors und m die Anzahl der
Detektoren.

Mit Hilfe der Detektoren erhélt jedes Element z € 21 eine Darstellung
mit dem geordnetem Tupel (81 (), d2(z), ..., d0m(z)).

Nicht immer ist es von Interesse, den Wert eines bestimmten Detektors
zu kennen. Fiir diesen Fall wird das Symbol ,x“ eingefiithrt. Damit be-
schreibt das Tupel (s1,%,...,%,s;) die Menge aller Elemente z € %, fiir die
gilt:

61($) = 81 s1eV;
51(1‘) = s s eV

Die Werte aller anderen Detektoren d;(z), ..., d;—1(x) sind hierbei nicht von
Belang.

Definition 2.7 Ein Schema ist ein m-Tupel aus der Menge =

== {VZU{*}}

i=1

15
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Ist H = (s1,82,...,5m), so beschreibt H die Menge aller Elemente aus U,
fiir welche gilt:

0i(z) =s; fallss; #x Yi=1,....m.

Das Schema wird mit der Menge, die es beschreibt identifiziert.

Jedes Schema unterteilt den Suchraum 2( in zwei Teilmengen, in H und
2\H. Ein Element = € A heifit Vertreter eines Schemas H, falls = € H.
Die Anzahl der Vertreter eines Schemas H in der Population P; wird mit
m(H,t) = |P, N H| bezeichnet. Eine Position k € {1,...,m} eines Schemas
H = (s1,82,...,8n) heiit fixiert, wenn sy # *.

Definition 2.8 Die Ordnung o(H) eines Schemas H € E ist die Anzahl
der fixierten Stellen von H.

Definition 2.9 Die Linge 6(H) eines Schemas H € Z ist die Differenz
zwischen der ersten und der letzten firierten Stelle von H.

Definition 2.10 Die durchschnittliche Fitness Fy(H) eines Schemas in
der Population P, ist

Ft(H):m(;Lt) A0

xePtNH

Definition 2.11 Die relative Fitness f:(H) eines Schemas H ist die Sum-
me der relativen Fitnesswerte der Vertreter des Schemas, die sich in der
Population P, befinden:

flH)= Y fi(2).

rxePiNH

Beginnend bei der ersten fixierten Position eines Schemas H werden die
Zeichenzwischenrdume mit hy bis hsgy bezeichnet.

Anpassung an den einfachen genetischen Algorithmus Fiir den einfachen
genetischen Algorithmus werden die Detektoren folgendermaflen speziali-
siert: Die Anzahl der Detektoren ist identisch mit der Genomlénge | und
der Wertevorrat jedes Detektors ist die Menge der moglichen Allele an
einem Gen:

Vi={0,1} i=1,...,l.

Weiterhin wird festgelegt, dass der i-te Detektor das Allel am i-ten Gen
wiedergeben soll:

16



2.3 Zusammenfassung

Zeichen-

o 5 a=1-
positionen a

17
Schema [ |- |- Jo |- Jo| . |1 ]o

T
1

1

Zeichen-
zwischen- hi he h3 hJ(H)fl(H)
raume
Eigenschaften: Ordnung oH)y=1—-4
Linge O(H)=1—4
hi1 =14
ha =5
hsy =1—1

Abbildung 2.2: Bezeichnungen an einem bin&ren Schema.

r e

5ilx) = 0 : das Allel am i-ten Gen von z ist eine 0
Y1 1 das Allel am i-ten Gen von z ist eine 1

Abbildung 2.2 veranschaulicht die Bezeichnungen an einem Schema fiir
den einfachen genetischen Algorithmus.

2.3 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde das genetische Verfahren konstruiert, das dem
einfachen genetischen Algorithmus zugrundeliegt. Dazu wurden Abbildun-
gen fiir die Fitnesszuweisung, die Selektion, die Rekombination und die
Mutation eingefiihrt.

Weiterhin wurde gezeigt, wie ein Schema mit Hilfe von Detektoren kon-
struiert werden kann. Ein Detektor wird dabei als Hilfsmittel benutzt,
mit dem gewisse Eigenschaften der Elemente von 2 quantifiziert werden
kénnen. Ein Schema vereinigt die Elemente zu einer Menge, die diesel-
ben Auspragungen bestimmter Eigenschaften besitzen. Somit ermdéglichen
Schemen eine Unterteilung des Suchraumes. Mit dieser Unterteilung ist
es wiederum moglich, die Elemente untereinander beziiglich ihrer Aus-
pragung bestimmter Eigenschaften zu vergleichen. Die Einfiihrung in die
Schematheorie in diesem Kapitel ist an [Hol75] angelehnt.
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3 Hollands Schemensatz und die
Evolutionsgleichungen

In diesem Kapitel soll Hollands Schemensatz vorgestellt, hergeleitet und
anschlielend interpretiert werden. Danach wird die Ungleichung, die im
Schemensatz gegeben ist, durch eine Gleichung verbessert. Es wird ge-
zeigt, dass dieser modifizierte Schemensatz mit dem von Stephens iiber-
einstimmt. Zum Abschluss wird der Schemensatz auf beliebige genetische
Operatoren verallgemeinert und beziiglich der Homogenisierung der Po-
pulation analysiert.

Es wird ein einfacher genetischer Algorithmus mit der Population P
betrachtet.

3.1 Hollands Schemensatz

Satz 3.1 (Hollands Schemensatz) In einem einfachen genetischen Al-
gorithmus gilt fiir die erwartete Anzahl von Vertretern eines Schemas H
in der Folgegeneration [Hol75]:

E(m(H,t+1)) >m(H,1) F’fg) <1 —pc%(l - ft(H))> (1 — ppn)°dD

(3.1)

Im Folgenden soll der Satz 3.1 hergeleitet werden. Damit ein Schema
einen Vertreter in der Folgepopulation besitzt, muss entweder ein Vertre-
ter von H die genetischen Operatoren unveréndert {iberstehen oder durch
die Rekombination und Mutation konstruiert werden. In Hollands Sche-
mensatz wird nur der erste Fall betrachtet: Ein Vertreter von H wird
selektiert und die fixierten Stellen von H {iberstehen Rekombination und
Mutation unveréndert. Die Wahrscheinlichkeit eines Schemas selektiert zu
werden ist die Summe der relativen Fitnesswerte seiner Vertreter in P, al-
so fi(H). Es werden 2n Individuen fiir den Kreuztausch ausgewéhlt und
somit ist die erwartete Anzahl der ausgewahlten Individuen, die Vertreter
von H sind:
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3 Hollands Schemensatz und die Evolutionsgleichungen

2nfy(H) = 2n Y fia)

= m(H, t)%f{). (3.2)

Tritt der Fall F(z) =0 Vx € P, ein, so gilt:

nfi(H) = 2n Z fi(x)

reHNP;
1
g 2 _
"o
1
= 2nm(H,t)—
2n
= m(H,t).

Im Folgenden wird dieser Fall jedoch vernachléssigt, da seine gesonderte
Behandlung keine neuen Einsichten liefert, sondern nur die Untersuchun-
gen erschwert.

Werden zwei Individuen gekreuzt, wovon wenigstens eines ein Vertreter
von H ist, so interessiert, wie wahrscheinlich es ist, dass von den beiden
aus der Kreuzung resultierenden Elementen wenigstens einer ein Vertre-
ter von H ist. Dazu wird das komplementére Ereignis betrachtet: Keines
der aus dem Kreuztausch resultierenden Elementen ist ein Vertreter von
H. Dieses Ereignis kann eintreten, wenn ein Vertreter von H mit einem
Individuum z ¢ H gekreuzt wird und die Kreuzungsstelle zwischen die
fixierten Positionen von H fillt. Die Wahrscheinlichkeit hierfiir ist:

P(Kreuzung zw. z1 und x5 an k, {z1,z2} N (A\H) # 0 und

k€ {hi,... . hsm}) = 6(H) fe(k)(1 — fi(H))

:pcg(l - ft(H))

Damit ist die Wahrscheinlichkeit, dass bei der Kreuzung zweier Indivi-
duen an der Kreuzungsstelle & wenigstens ein Vertreter von H resultiert:
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3.1 Hollands Schemensatz

P(anayn i £0) 2 1-p D 0 p). (33)
Man erhilt eine untere Schranke in (3.3), da die tatséchliche Wahrschein-
lichkeit fiir Schemen nach einer Kreuzung Vertreter zu haben gréfler ist als
der in (3.3) gegebene Term. Eine Kreuzung kann auch zwischen einem Ver-
treter von H und einem Individuum stattfinden, welches Vertreter eines
Teilschemas ist, das bis zur Kreuzungsstelle mit H iibereinstimmt. In die-
sem Fall wiirden auch Vertreter von H aus dem Kreuztausch resultieren,
doch dieser Fall wird in (3.3) nicht beachtet.

Findet eine Mutation an einem Element statt, welches ein Vertreter von
H ist, so ist das aus der Mutation resultierende Element ein Vertreter
von H, wenn keine Mutation an den fixierten Stellen von H stattfand.
Die Wahrscheinlichkeit, dass o(H)-mal keine Mutation in dem Genom des
Elementes stattfindet ist

!
P(o(H)-mal keine Mutation) = P (Z Z(wi) <1-— o(H))

1

= (o)1=

daes (0(2)) Moglichkeiten gibt, o( H) Positionen in einem Genom der Lénge
[ auszuwéhlen. Der Ausdruck

l

> Z(wi) <1—o(H)

i=1

bedeutet, dass bei der Summation der Ereignisse, die beim I-maligen Durch-
fithren des Zufallsexperimentes fiir Z eintreten, die Summe nicht grofler
als I — o(H) sein darf, es muss also wenigstens o(H)-mal Z(w;) = 0 einge-
treten sein. In dem Genom gibt es nur eine Auswahl von o(H) Positionen,
so dass die fixierten Positionen von H ausgewihlt werden. Folglich ist
die Wahrscheinlichkeit, dass keine Mutation an den fixierten Positionen
auftritt:

mlx = ! — O(H);
R I ) v

= (1 —pm)°. (3.4)
Wie bereits erwidhnt wurde, kann ein Schema H in der Folgepopulation
Vertreter besitzen, wenn Vertreter von H bei der Selektion ausgewéhlt

werden und auch nach dem Anwenden des Kreuztausch- und des Muta-
tionsoperators noch Vertreter von H sind. Eine untere Schranke fiir die
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3 Hollands Schemensatz und die Evolutionsgleichungen

Wabhrscheinlichkeit, dass ein Vertreter von H aus dem Kreuztausch eines
Vertreters von H mit einem anderen Element resultiert, ist mit (3.3) gege-
ben. Die Wahrscheinlichkeit, dass aus der Mutation eines Vertreters von H
ein Element resultiert, welches ebenfalls in H liegt, ist mit (3.4) gegeben.
Gleichung (3.2) beschreibt die erwartete Anzahl von Vertretern von H, die
zum Kreuztausch ausgewihlt werden. Multipliziert man diese drei Terme
miteinander, so erhélt man eine untere Schranke fiir den Erwartungswert
der Anzahl an Vertretern eines Schemas H in der Folgepopulation P ;:

E(m(H,t+1)) > m(H, t)%?) (1 — pcg(l — ft(H))> (1 — pp)°)
= 2nf,(H) (1 —pc(;(_—Hl)(l - ft(H))> (1 = pp)°H)

(3.5)

Somit ist Satz 3.1 bewiesen.

Interpretation von Hollands Schemensatz Hollands Schemensatz 3.1
schitzt die Anzahl der in der Folgegeneration zu erwartenden Vertreter
eines Schemas nach unten ab. Eine Folgerung aus dem Schemensatz wird
jedoch an einer schwécheren Form der in (3.1) gegebenen unteren Schranke
ersichtlich. Diese schwéchere Form ist gegeben durch:

E(m(H,t+1)) > m(H, t)M (1 —pc@(l - ft(H))> (1 = pin)°

F, -1
> m(H,1) E}f{) (1 —pc(;(_—HD (1 = pm) 0,

(3.6)

da (1— f:(H)) > 0.
In der Praxis werden p. nahe 1 und p,, nahe 0 gewéhlt:

Pm =0, pe = 1.

Somit héngt die Vertreteranzahl eines Schemas H in der Folgepopulation
im Wesentlichen von dem Verhéltnis seiner durchschnittlichen Fitness zu
der durchschnittlichen Populationsfitness %{ﬂ, seiner Lange 0(H) und

seiner Ordnung o(H) ab. Ist Fy(H) groBer als Fy, ‘Sl(_—Hl) und o(H) klein,

dann wird die Anzahl der Vertreter von H vergréBert. Ist Fi(H) kleiner
oder gleich F;, so wird die Anzahl dezimiert.

Bleibt ein kleines (o(H) gering) und kompaktes (32 gering) Schema
iiber mehrere Generationen mit einem bestimmten Betrag cF; {iber der
durchschnittlichen Populationsfitness F; (¢ > 0):
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3.1 Hollands Schemensatz

Fy(H) = (1+¢)F;,

so kann man zeigen, dass es in den Folgepopulation eine exponentiell stei-
gende Anzahl von Vertretern besitzt. Ist das Schema H klein und kom-
pakt so kann die destruktive Wirkung von Kreuztausch und Mutation
vernachléssigt werden:

1 —pc% ~ 1 (1= pm)°D ~ 1.

Und sofern m(H,0) # 0 sieht man:

E(m(H,t + 1)) > m(H7 t) Ft}({v{) (1 _ pa%) (1 _ pm)O(H)
~ m(H,t)Ft(,H)
Fy

= m(H,t)(1+c)
= m(H,t—1)(1+¢c)?

; m(H,0)(1 +c)*.

Kleine, kompakte und iiberdurchschnittlich fit bleibende Schemen erhal-
ten also eine exponentiell steigende Anzahl an Vertretern in der Populati-
on, da die untere Schranke fiir die erwartete Anzahl an Vertretern dieser
Schemen mit einer Rate von (1+¢) exponentiell wéchst. In einer endlichen
Population kann natiirlich kein Schema fortlaufend iiberdurchschnittlich
fit bleiben, da es mit steigender Vertreteranzahl auch die durchschnittliche
Populationsfitness F; erhoht. Aus diesem Grund und wegen der endlichen
Populationsgrofie kann somit auch nicht die Vertreteranzahl eines Schemas
fortlaufend exponentiell ansteigen. Doch die Hauptaussage des Schemen-
satzes bleibt bestehen: In einem einfachen genetischen Algorithmus er-
halten iiberdurchschnittlich fitte Schemen mit bestimmten Eigenschaften
(klein und kompakt) iiber einige Generationen hinweg eine exponentiell
steigende Vertreteranzahl in der Population. Da sich die durchschnittliche
Fitness eines Schemas aus den Fitnesswerten der Individuen zusammen-
setzt, die Vertreter des Schemas sind, deutet ein {iberdurchschnittlich fit-
tes Schema auch immer auf iberdurchschnittlich fitte Vertreter in P; hin.
Steigt also die Vertreteranzahl eines Schemas, welches iiberdurchschnitt-
lich fit ist, steigt auch die Anzahl an iiberdurchschnittlich fitten Indivi-
duen. Somit kann der Schemensatz 3.1 eine Erklarung fiir das schnelle
Finden einer guten Losung durch einfache genetische Algorithmen bieten.
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3 Hollands Schemensatz und die Evolutionsgleichungen

3.2 Madifikation von Hollands Schemensatz

In Hollands Schemensatz 3.1 wird nur der destruktive Einfluss des Kreuz-
tausches und der Mutation auf die Vertreteranzahl eines Schemas in der
Folgepopulation betrachtet. Dadurch bietet der Schemensatz nur eine un-
tere Schranke fiir eben jene Vertreteranzahl. Da jedoch fiir die Analyse des
einfachen genetischen Algorithmus eine préazisere Angabe wiinschenswert
ist, wird fiir die erwartete Vertreteranzahl eines Schemas in der Folgepo-
pulation eine exakte Formel hergeleitet.

Bei dem einfachen genetischen Algorithmus kénnen durch folgende Ur-
sachen Vertreter eines Schemas H in der Folgepopulation vorhanden sein:

(1a) Aus der Kreuzung zweier Individuen, wovon wenigstens eines in H
liegt, resultiert wenigstens ein Vertreter von H.

(1b) Bei der Kreuzung zweier Individuen, welche nicht Vertreter von H
sind, resultiert ein Element, das in H liegt.

(2) Aus der Mutation von einem Vertreter von H resultiert ein Element,
welches ebenfalls in H liegt.

(3) Aus der Mutation von einem Element, welches kein Vertreter von H
ist, resultiert ein Vertreter von H.

Diese vier Szenarien sollen im Folgenden betrachtet und hinsichtlich
ihres Einflusses auf die Vertreteranzahl eines Schemas in der Folgepopu-
lation analysiert werden. Es wurde nur (2) und teilweise (1a) in Hollands
Schemensatz 3.1 betrachtet.

Zunichst wird der Fall betrachtet, dass einige Elemente nach dem An-
wenden des Kreuztauschoperators Vertreter von H sind:

OK(St) NH 75 0.

(1a) Es wird zuerst das Ereignis untersucht, bei dem wenigstens ein
Vertreter von H an der Kreuzung zwischen zwei Individuen teilnimmt.
Bei dem Kreuztausch zwischen zwei Individuen wird eine Kreuzungsstel-
le ausgewihlt. Es werden zwei Fille unterschieden. Die Kreuzungsstelle
ke{l,...,l—1} kann auBerhalb des Schemas H oder zwischen die fixier-
ten Positionen des Schemas fallen.

Die Wahrscheinlichkeit, dass zwischen zwei Individuen ein Kreuztausch
stattfindet und die Kreuzungsstelle zwischen die fixierten Positionen féllt,
ist:

P(k‘E{hl,...,h(;(H)}) :pcg. (37)

Dann ist die Wahrscheinlichkeit, dass k& auflerhalb der fixierten Stellen von
H liegt:
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3.2 Modifikation von Hollands Schemensatz

P(k‘ € {hl,... ahé(H)}) =1 _pc@-

-1

Bei einer Kreuzung zweier Individuen, bei der wenigstens ein Vertreter
von H teilnimmt, konnen entweder beide oder nur ein Individuum Vertre-
ter von H sein. Die Auswahl eines Vertreters von H und eines Individuums,
welches kein Vertreter von H ist, kann dabei auf zwei Arten erfolgen. Der
Vertreter von H kann als erster oder als zweiter Kreuzungspartner gewéhlt
werden. Sind beide Individuen Vertreter von H, so gibt es nur eine Aus-
wahlmoglichkeit. Damit ist die Wahrscheinlichkeit, dass wenigstens eines
von zwei zu kreuzenden Individuen ein Vertreter von H ist:

P({z1, 22} NH #0) = fi(H)* + 2f,(H)(1 — fi(H)).

Die Anzahl der Vertreter von H nach einem Kreuztausch zwischen zwei
Individuen ist abhéngig davon, wieviele Vertreter von H, ob zwei oder
nur einer, am Kreuztausch beteiligt waren. Werden zwei Vertreter von H
miteinander gekreuzt, liegen beide entstehende Elemente in H. Ist jedoch
nur ein Individuum Vertreter von H, so liegt auch nur eines von zwei
resultierenden Elementen in H. Werden zwei Individuen gekreuzt, wobei
wenigstens eines Element von H ist, so ist die zu erwartende Anzahl von
Vertretern von H demnach:

E ‘{ml,mg} NH#£0, k({z1,22),k) N H £0, k ¢ {hl,...,h(;(H)}‘ -

= (107 57) AP 12000 - ft)
— op(H) (1 —pc‘f(_—Hf) . (33)

Damit wurde Szenario (1a) vollstdndig untersucht.

(1b) Nun wird das Ereignis betrachtet, bei dem die Kreuzungsstelle zwi-
schen die fixierten Positionen von H féllt. Die Wahrscheinlichkeit fiir dieses
Ereignis wurde bereits erwéhnt (3.7):

0(H
P(k € {hr,-.. . hsum}) :pcl(__l).
Nach dem Kreuztausch zweier Individuen, bei dem wenigstens eines der
resultierenden Elemente in H liegt und die Kreuzungsstelle zwischen die
fixierten Positionen fallt, konnen ein oder zwei Elemente in H liegen. Das
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3 Hollands Schemensatz und die Evolutionsgleichungen

Schema H * ol 1* ()|()|()|
!
|

SChemaHS * * O * * * * * *
|

Schema Hj o B 1* | * ()|()|()|
!
k=3

Abbildung 3.1: Ein Beispiel fiir die Schemen H, Hj und Hy, mit k = 3.

ist davon abhéngig, ob zwei Vertreter von H miteinander gekreuzt werden
oder ob ein Vertreter von H mit einem Individuum gekreuzt wird, welches
entweder bis zur Kreuzungsstelle oder von der Kreuzungsstelle an den
fixierten Positionen von H mit dessen Allelen iibereinstimmt. Fiir diesen
Fall wird folgende Notation eingefiihrt.

Definition 3.1 Das Schema Hj € Z ist ein Schema, dessen fizierte Po-
sitionen und dessen Allele an diesen fizierten Positionen mit denen von

H bis zur Zeichenposition k € {hy, ..., hsm)} tbereinstimmen. Abgese-
hen von diesen erwdhnten fixierten Positionen sind keine weiteren Posi-
tionen von Hy, fiziert. Ist H = (s1,...,8k,...,8;), dann ist also Hy =
(15 vey Skykyenny k).

Definition 3.2 Das Schema H), € = ist ein Schema, dessen fixierte Po-
sitionen und dessen Allele an diesen fizierten Positionen mit denen von

H won der Zeichenposition k € {h1, ..., hsm)} an tdbereinstimmen. Abge-
sehen von diesen erwdhnten fivierten Positionen sind keine weiteren Po-
sitionen von Hy, fiviert. Ist H = (s1,...,8k,...,5), dann ist also Hy =
(%, 0oy %, Skaty -y S1)-

Abbildung 3.1 zeigt ein Beispiel fiir H, Hjy und H,. Es sind folgende
Beziehungen erkennbar:

Hilfssatz 3.2 Fir H, H), und H, gelten folgende Beziehungen:
a) HC Hy
b) H C H,
c) HpyN H, = H.

Beweis: Sei H = (s1,...,8k,---,81), Hx = (s1,...,8k,%,...,%) und
H, = (k. ooy, Ska1, - -, 81). Sel @ € H, also ist der Detektor §;(x) = s;
fir s; £+, 1=1,...,1.

Zu a) Damit ist = auch Element von Hj. Es folgt H C Hy.

Zu b) Um b) zu beweisen geht man entsprechend a) vor, nur dass Hj
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3.2 Modifikation von Hollands Schemensatz

durch H . ersetzt wird. R

zu ¢) Sei © € Hy und x € Hy, also gilt fiir die Detektoren §;(x) = s; fir
i1=1,...,kund firi=k+1,...,1.

=>creH

= H = H, N H,. O

Folgerung 3.3 Fiir die relativen Fitnesswerte von H, Hy, und H, gelten
folgende Beziehungen:

ar) fi(Hy) > fi(H) az) fi(H\H) = f,(Hy) — f,(H)
bi) fi(Hi) > fi(H) bo) fo(IL\H) = f,(Hy) — fo(H)
c) fi(Hy U ]:Ik) = fi(Hg) + ft(]:]k) — fi(H).

Beweis zu a;) Nach dem Hilfssatz 3.2 ist H eine Teilmenge von Hy. Damit
besitzt Hj wenigstens so viele Vertreter, wie H. Dies gilt auch fiir die
Anzahl der Vertreter in der Population. Da sich die relative Fitness eines
Schemas aus der Summe der relativen Fitnesswerte seiner Vertreter in der
Population errechnet, ist der relative Fitnesswert von Hj notwendigerweise
mindestens so grof, wie der von H. Der Beweis wird jedoch auch formell
durchgefiihrt, damit as) leichter zu beweisen ist.

filHy) = ) filx)

zePNH

= Z fi(z) mit Hilfssatz 3.2 a)
we PN ((Hi\H)UH )

- Z ()
ve (P \H))U(PnH)

= o h@+ D> filw)
xePN(H\H) zePNH

> Z fi(z)
xeP,NH

= fi(H)

ZU as)
R = S hw+ S )

zePN(HK\H) zeEPNH

= fi(Hx\H) + f:(H)

Also ist fi(H\H) = fi(Hy) — fi(H)
zu by) und by) Man verfihrt genauso wie in a;) und as) mit der Ausnahme,
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3 Hollands Schemensatz und die Evolutionsgleichungen

dass H} durch H , Zu ersetzen ist.

Zu ¢)

fi(Hy UH,) =

Z fi(z)

$6Ptﬁ(HkUﬁk)

Z fi(@)

(PtﬂHk)U(PtﬂHk)

th + Y flw) = D> flw)

€(P;NHy) ze(PyNH) 2€(P,NH)N(PiNH})
fe(Hy) + fi( Hk Z fi(z) mit Satz 3.2 c)
ze(P;NH)

fo(Hy) + fi(Hy) — fi(H

).

O

Es gibt vier Kombinationen, in denen Vertreter von H, Hy und H,, mit-
einander gekreuzt werden konnen, so dass wenigstens ein aus dem Kreuz-
tausch hervorgehendes Element Vertreter von H ist. Folgende Tabelle gibt
einen Uberblick iiber diese Kombinationen, die Anzahl der Moglichkeiten,
diese Kombinationen auszuwéahlen und die Anzahl der resultierenden Ele-
mente, die bei diesen Kombinationen in H liegen:

Kombination Anzahl der Arten, die- | Resultierende Anzahl
se Kombination aus- | von Vertretern von H
zuwéahlen

H und H 1 2

H und H\H 2 1

H und H,\H 2 1

H,\H und H,\H 2 1

Die Wahrscheinlichkeit, dass Vertreter von H, Hj, oder Hj, in einer der-
artigen Konstellation gekreuzt werden ist demnach

P("i({mlw%é}’kO) nNH 7& ®7k0 € {hla"'v

- P(koe{hl,...,h5

hsny}) =

(H)}>P(k0 — k) <P(x1 € H s € H) +

P(x1 € Hyxg € Hy) + P(x1 € Hyxzo € ﬁk) +
P(Q,’l S Hk,.%'z € ﬁk))

= pcé(H)

1

I—16(H )( (H)* + 2fi(H)[fu(Hy) = fi(H)] +

2y (H) fu(Fly) — fu(H)] + 20 (Hy) = Fo(ED)ful ) — fu(HD)).

Der Faktor p.7-7 (
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3.2 Modifikation von Hollands Schemensatz

Wahrscheinlichkeit, dass die Kreuzungsstelle ky genau an die gewiinschte
Stelle & fallt.

Der Wert von k& kann zwischen h; und hs(ery variieren. Da die Kreuzungs-
stelle nur einmal ausgewahlt wird, sind die Ereignisse k = h; und k = h;
fir i # j, (i,5 = h1,..., hsry) disjunkt und die Wahrscheinlichkeiten der
Ereignisse

P(li({afl,.%'g},hl) NH # Q)), . ,P(li({afl,.%'g},h(;(H)) NH# Q))

konnen addiert werden. Also:

P(k({x1, 22}, k) NH £ 0, k€ {h1,... . hsun)}) =

1 hs(m)
= DPec _1kzhl (ft
2f(H)[fe(Hg) — fo(H)] +
2f(H)[fi(Hi) — fo(H)] +

20u(Hi) = SuE)Ifu(Hi) = fu(H)]).

Nun wird die zu erwartende Anzahl von Vertretern von H bei diesem
Ereignis errechnet. Nur wenn zwei Vertreter von H miteinander gekreuzt
werden, liegen beide resultierende Elemente in H. Bei den anderen drei
Konstellationen kann nur eines der entstehenden Elemente in H liegen:

k({z1, 22}, k) NV H # 0,k € {h1, ..., hsn }| =

hsm)

lzi_cl > <2 CJe(H)? + 2 (H)[fe(Hy) — fo(H)] +

k=h1
2f(H)[fo(Hy) — fo(H)] +
20f:(Hy) = B folHi) = fi(H)))

hsm)

277 > FilHi) fuHy). (3.9)

k=h1

Die Ereignisse k € {h1,...,hs)} und k & {h1,..., hsp} sind ebenfalls
disjunkt. Daher konnen die Wahrscheinlichkeiten und damit die Erwar-
tungswerte fiir die zu erwartende Vertreteranzahl von H bei diesen Ereig-
nissen ((3.8) und (3.9)) addiert werden. Damit erhdlt man einen Ausdruck
fiir die zu erwartende Anzahl von Vertretern von H nach dem Anwenden
des Kreuztauschoperators. Auf Grund von verbesserter Lesbarkeit variiert
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3 Hollands Schemensatz und die Evolutionsgleichungen

der Wert der Kreuzungsstelle £ nun zwischen 1 und 6(H). Innerhalb der
Genome ist die Kreuzungsstelle dann (hy — 1) + k. Weiterhin werden insge-
samt n Paare gekreuzt. Damit ist der Erwartungswert fiir die Anzahl der
Vertreter von H nach dem Anwenden des Kreuztauschoperators:

B|ox($)nH| = 2mfH) (1 —pc‘f(_—HD .
Hy) fo(Hy)
S5(H)
- (m <u> e S s
(3.10)

(2) Betrachtet wird nun Szenario (2). Nach der Mutation eines Vertre-
ters von H soll das resultierende Element ebenfalls in H liegen. Es wird
angenommen, es existiert ein Vertreter z von H nach dem Kreuztausch.
Die Wahrscheinlichkeit, dass aus der Mutation von z ein Vertreter von H
entsteht, wurde bereits hergeleitet. Nach (3.4) ist

P(m(z) € H) = (1 — py)°UD. (3.11)

(3) Abschlieflend ist der letzte Fall zu betrachten. Aus der Mutation eines
Elementes, welches nicht in H liegt, soll ein Vertreter von H resultieren.
Um dieses Ereignis zu untersuchen, wird eine Klasse von Schemen H;
eingefiihrt.

Definition 3.3 Die Menge H; ist eine Menge von Schemen, die sich an
genau i Stellen von den fizierten Positionen von H unterscheiden. Ist also
H = (s1,...,81), dann gilt:
H =(s),...,9) € Hiﬁfﬁrsk;ﬁ* gilt sj, =1 —sy, firk =ky,..., k; und
Sy = Sm flir m =ky, ... kyy

Ein Schema H’ € H; kann also aus H konstruiert werden, indem i belie-
bige Allele an den fixierten Positionen von H negiert werden. In Abbildung
3.2 sind einige Beispiele fiir Schemen, die in H; liegen, graphisch darge-
stellt. Das Schema H’ besitzt die gleiche Ordnung und Lénge wie das
Schema H:
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Schema H | 0

* * * *

Hy |0* * 1|1|0|1* *
|1* * 1|1|1|1* *

Hy |0* * 0|1|0|0* *

Abbildung 3.2: Beispiele fiir Schemen aus den Klassen H; fiir i = 2 und 4.

Es wird angenommen, dass nach dem Anwenden des Kreuztauschoper-
ators ein Element xy, € H' € H; existiert, welches sich an genau i Stellen
von den Allelen der fixierten Positionen des Schemas H unterscheidet.

Das Element zy, mutiert zu einem Vertreter von H, wenn an genau den 4
Positionen, an denen H’ sich von H unterscheidet, Mutationen stattfinden.
Die restlichen Positionen von z,, deren Allele mit denen von H {iberein-
stimmen, diirfen dann nicht mutiert werden. Die Wahrscheinlichkeit, dass
i Mutationen stattfinden und (o(H) — ¢) Mutationen nicht, ist:

P(i Mutationen an best. fixierten Pos. von H) = p,,*(1—p,)°H) 7%, (3.12)

Es wurde angenommen, dass ein solches Element zp, in der Menge der
Individuen nach Anwenden des Kreuztauschoperators vorhanden ist. Die
Wahrscheinlichkeit P(zp, € Ox(S:)) ist jedoch nicht nur abhéngig von der
Fitness fi(zpy,), der Lange und Ordnung von H’, sondern auch von der
derzeit vorhandenen Population. Fiir die Wahrscheinlichkeit, dass nach
dem Anwenden des Kreuztauschoperators Vertreter von H in Ok (S;) sind,
die sich an genau i Stellen von H unterscheiden, miissen daher alle (O(f ))
Schemen H’ € H; betrachtet werden:

Pz, € Ok(S) = > P(Ok(S)nH' #0).
H'eH;

Nun kann die Wahrscheinlichkeit angeben werden, dass ein Vertreter ei-
nes Schemas H’ € H; vorhanden ist und zu einem Vertreter von H mutiert:

P(m(zp,) € H) = P(i Mut. best. Pos. von H)P(zy, € Ok(St))
= pmi(l _pm)O(H)ii Z P(OK(St) NH' # @)
H'Efﬂ
(3.13)
Der Wert von i kann zwischen 1 und o(H) variieren. So erhélt man

die Wahrscheinlichkeit, dass ein Vertreter von H nach der Mutation eines
Elementes, welches nicht in H liegt, resultiert:
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P(m(z) € H mit x ¢ H) =

o(H)
3 ol (1= p)? =0 ST P(Ok(Se) N H' #0). (3.14)
i=1 H'cH;

Da aus der Mutation von einem Element nur ein Element resultiert,
kann maximal ein Vertreter von H nach der Mutation vorhanden sein.
Der Mutationsoperator Oy, wird auf 2n Elemente angewendet, daher ist
die erwartete Anzahl von Vertretern von H, die aus der Mutation eines
Elementes, das nicht in H liegt, resultiert:

E|{z:o¢ Hund m@) e H}| =

o(H)
2> P’ (1= p)° 7N P(Ok(S) N H' #0). (3.15)
=1 H'eH;

Nun kénnen (3.10), (3.11) und (3.15) zusammengesetzt werden. Man
erhélt folgenden Satz:

Satz 3.4 (Modifizierter Schemensatz) In einem einfachen genetisch-
en Algorithmus ist die erwartete Anzahl von Vertretern eines Schemas H
in der Folgegeneration:

E|P . nH| = Es
o(H
= 2t (1= 582 ) (1= et
S(H)

20y S H )0 )+

o H)
20 Y phy(1=pm) 7 " P(Ok(S) N H' #0).
i=1 e,
(3.16)

Der modifizierte Schemensatz bietet einen exakten Ausdruck fiir den
Erwartungswert der Anzahl der Vertreter eines Schemas in der Folgepo-
pulation. Er wird auch Evolutionsgleichung genannt. Somit sind genauere
Untersuchungen an der Entwicklung der Population eines genetischen Al-
gorithmus moglich als bisher. Es konnten nun zum Beispiel Abschétzungen
fiir das erstmalige Auftreten des Optimums in der Population bei gegebe-
nen Parameterbelegungen berechnet werden.

Weiterhin kann die Evolutionsgleichung fiir die Optimierung der Para-
meter eines einfachen genetischen Algorithmus genutzt werden. Bisher war
dies mit dem Schemensatz nur eingeschrankt moglich.
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3.3 Stephens Evolutionsgleichung

Natiirlich haben sich auch andere Forscher mit dem Schemensatz und sei-
ner Verbesserung auseinandergesetzt. Und so ist es nicht verwunderlich,
dass es weitere Evolutionsgleichungen gibt. C. R. Stephens hat seine erst-
mals 1996 verdffentlicht [SH98], [SW99]. Stephens stellte nicht nur die
Evolutionsgleichungen fiir Schemen auf, sondern auch fiir Zeichenketten
und beliebige genetische Operatoren [SHO8|, [Ste01]. Fiir flache Fitnes-
slandschaften ohne Mutation und mit 1-Punkt Kreuztausch fand er expli-
zite Losungen, die nicht nur das asymptotische Verhalten liefern, sondern
auch alle Zwischenzusténde [Ste01].

Die Herleitung der Evolutionsgleichung (3.16) in dieser Diplomarbeit
fand jedoch in Unkenntnis von Stephens Veroffentlichungen statt. Die Glei-
chungen lassen sich leicht ineinander iiberfithren. Die Evolutionsgleichung

von Stephens ([SHI8], [SW99], [Ste01]) lautet:

P(H,t+1) = Pu(H — H)P.(H,t)+ Y Py(H; — H)Pu(H;,1)

H;#H
) S(H)
P.(H,t) = P'(H,t)— 1—61 > (P'(H,t) = P'(HL,t)P'(Hg,1)).
k=1

(3.17)

Dabei ist P(H,t+1) die Wahrscheinlichkeit, mit der Schema H in P, auf-
tritt und P,,(H, — Hp) die Wahrscheinlichkeit, dass Schema H, in Schema
H, mutiert wird. Die Wahrscheinlichkeit, ein Schema H zur Rekombina-
tion auszuwdahlen, ist mit P/(H,t) bezeichnet. Der Term P.(H,t) bezeich-
net die Wahrscheinlichkeit, mit der H aus der Rekombination die auf P
durchgefiihrt wird, hervorgeht. Die Schemen H; und Hp sind diejenigen
Teilschemen von H, die bis zur Kreuzungsstelle k mit H iibereinstimmen
(HpL), bzw. ab der Kreuzungsstelle mit H {ibereinstimmen (Hpg), das heifit:

Hp, = Hy

Hp = H.

Fiir die bitweise Mutation und fitnessproportionale Selektion lauten fol-
gende Terme konkret:

Pno(H—H) = (1—py)
da _
Pm(Hi — H) = pmH’H"(l —pm)O(H) dgﬂi

P(H,t) = fi(H),

wobei dg g, die Hamming-Distanz der Schemen H und H; ist. Die Ham-
ming-Distanz zwischen eines fixierten und unfixierten Bits wird dabei als
1 definiert. Damit kann man P,(H,t) umformen:
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3 Hollands Schemensatz und die Evolutionsgleichungen

6(H)

P(H,t) = 1 = (f(H) = fi(He) fi(Hy))
k=1

6(H)

(H fo(H Z fe(Hy) f(Hy)

-1
6<H>> s

= ) (1 —p oD

= fu(H) -

(Hk)ft(ffk)

Der Ausdruck fiir die Konstruktion durch Mutation ist gleich:

Z P, (H; — H)P.(H;,t) = Z P (H; — H)P(Ok(Sy) N H; # 0)
Hi#H Hi#H
o(H)
= Y Pu(Hi— H) Y P(Ox(S)NH #0)
i=1 H'cH;
o(H
— ( )pigl - pm)O(H)dez "

- > P(Ok(S)nH' #0)

H’EH,’

= > Pl —pn)?™7 N P(Og(S) N H #0).
=1

H’EHZ'

Es gilt also:

1
—Fq¢=P(H,t+1).
2nS (7+)

Damit stimmen die Evolutionsgleichungen inhaltlich iiberein.

3.4 Verallgemeinerung der Evolutionsgleichung auf
beliebige genetische Operatoren

Nur ein kleiner Schritt ist nétig, um die Evolutionsgleichung auf beliebige
genetische Operatoren zu verallgemeinern. In der Literatur ist eine solche
Verallgemeinerung zum Beispiel in [SH98] und [Ste01] zu finden. Es ist
giinstig von Stephens Evolutionsgleichung (3.17) auszugehen.

Die Ausdriicke fiir den Mutationsoperator P,,(H, — H,) und den Se-
lektionsoperator P’(H) sind bereits fiir beliebige Operatoren verallgemei-
nert. Es bleibt die Aufgabe, einen allgemeinen Ausdruck fiir den Rekom-
binationsoperator zu finden. Das Ziel ist ein Rekombinationsoperator, der
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3.4 Verallgemeinerung der Evolutionsgleichung auf beliebige genetische Operatoren

Eltern Nachkommen

noE | B
n| B B

Abbildung 3.3: Rekombination mit der Maske 10010.

verschiedenen Masken zulésst. Eine Rekombinationsmaske ist eine binére
Zeichenkette, dessen i-tes Bit die Herkunft des i-ten Bits der Nachkommen
bestimmt. Eine 1 bedeutet den Austausch der Allele an der betroffenen
Position. Abbildung 3.3 zeigt die Genome vor und nach der Kreuzung mit
der Rekombinationsmaske 10010. Der erste Nachkomme erhélt das erste
und vierte Bit vom zweiten Elter, die restlichen Bits vom ersten Elter. Fiir
den zweiten Nachkommen verhilt es sich genau umgedreht.

Die Menge der Rekombinationsmasken wird mit M, bezeichnet, ein Ele-
ment von M, mit M. Die Wahrscheinlichkeit, dass die Rekombination mit
der Maske M ausgefiihrt wird, ist mit p(M) gekennzeichnet. Damit l&sst
sich die Evolutionsgleichung (3.17) allgemein wie folgt darstellen:

P(H,t+1) = Pu(H — H)P.(H,t)+ Y Py(H; — H)Pu(H;,t)
H;#H
= ) Pn(H; — H)P:(H;,t)
H;
P.(H,t) = P'(Ht)—p.Y p(M)(P'(H,t)~ P'(Hy, t)P'(Hg,t)).
M

(3.18)

Dabei symbolisiert H; bzw. Hp dasjenige Schema, das mit H an den
Stellen iibereinstimmt, an denen die Maskenbits 1 bzw 0 sind.

Die Evolutionsgleichung kann auch fiir Zeichenketten angegeben werden.
Sie lautet fiir eine Zeichenkette I [SH9S]:

P(I,t+1) = Pu(I—DP(I,t)+ Y Pu(J — P(J,t)
JAT

= Z P (J — I)P.(J,t)
J

P.(I,t) = P'(I,t)

—pe Y _p(M) Y (P'(I,t) = M*(M)P'(J,t)P'(K, 1)),
M J,KEP;

(3.19)

dabei ist A/E(M) genau dann 1, wenn der erste Nachkomme der aus der
Rekombination zwischen den Individuen J und K mit der Maske M her-
vorgehenden Nachkommen I ist, und ansonsten 0.
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3 Hollands Schemensatz und die Evolutionsgleichungen

3.5 Homogenisierung der Population

Mit voranschreitender Generationzahl im Genetischen Algorithmus wird
die Population homogener, das heifit, die Genotypen der Populations-
elemente gleichen sich an. Die Populationselemente liegen also weniger
verstreut im Suchraum, sondern haben durchschnittlich eine geringere
Hamming-Distanz zueinander als die Elemente einer zufélligen Population.
Man spricht bei einer homogenen Population auch von einer geordneten
Population.

Untersucht man die Evolutionsgleichung (3.18), so erkennt man, dass
die Homogenisierung der Population durch die Selektion und die Rekom-
bination hervorgerufen wird. Die Mutation hat die Aufgabe, immer wie-
der neue Genotypen in die Population einzufiihren, damit die Population
nicht auf einem lokalen Maximum héngenbleibt. Die Mutation wirkt also
der Homogenisierung entgegen.

Die Homogenisierung des Genpools, also der Gesamtheit der Genotypen
in der Population, wird erreicht, wenn isolierte Elemente aussortiert wer-
den. Ein Populationselement ist isoliert, wenn seine Haufigkeit in der Po-
pulation sehr gering ist oder wenn es wenig oder keine Populationselemen-
te in seiner Umgebung gibt. Das heifit die Hamming-Distanz zu anderen
Populationselementen ist grof. Damit gibt es auch weniger Elemente in
der Population, die mit dem isolierten Element Teilschemen gemeinsam
haben. Ein Schema heifit isoliert, wenn seine Vertreter in der Population
isoliert sind.

Betrachtet man zwei Elemente oder auch Schemen H und H;,,, wovon
das letztere isoliert sein soll, die dieselben Fitnesswerte haben und mit
derselben Héaufigkeit in der Population vertreten sind:

ft(H) = ft(HiSO)
P(H,t) = P(Hist),

so folgt zum Beispiel mit der fitnessproportionalen Selektion
P'(H,t) = P'(H;so, t).

Die Selektion verandert die relativen Haufigkeiten der beiden Schemen in
der Folgepopulation nicht.

Untersucht man die Wahrscheinlichkeit, mit der H und H;s, nach der
Rekombination vorhanden sind, so sieht man, dass

PC(H7 t) > Pc(Hism t),
denn
P'(HL,t)P'(HR,t) > P/(HiSOL,t)P/(HiSOR,t).

Das Schema H;,, ist nach Voraussetzung isoliert, demnach sind P'(H;s,, ,t)
und P'(Hisoy,t) kleiner als P/(Hy,t) und P'(Hp,t).

36



3.6 Zusammenfassung

Die Rekombination verdndert also die relativen Haufigkeiten von H und
H;s, zu Gunsten des weniger isolierten Elements, trotz identischer Fitness-
und Haufigkeitwerte.

Im néchsten Schritt der Selektion gilt dann

P'(H,t+1) > P'(Hs,t + 1),
da
ft+1(H)P(H, t+ 1)2n > ftJrl(Hiso)P(Hism t+ 1)2n

Die Selektion verringert den Anteil des isolierten Elementes in der Popu-
lation weiter und die Population wird homogener, obwohl die Selektion
nur auf dem Phénotyp agiert und nicht auf dem Genotyp.

Das Wechselspiel zwischen Selektion und Rekombination sorgt also fiir
die Homogenisierung, das heifit die Angleichung des Erbguts in der Popu-
lation. Die Mutation wirkt dem entgegen.

3.6 Zusammenfassung

Zum Abschluss dieses Kapitels sollen nochmals die wesentlichen Aspek-
te zusammengefasst werden. Das Kapitel begann mit der Herleitung des
Schemensatzes von Holland [Hol75] und der Verbesserung seiner Abschét-
zung in eine Gleichheitsaussage.

Es wurde gezeigt, dass der modifizierte Schemensatz (3.16) mit der Evo-
lutionsgleichung von Stephens [SH98| dquivalent ist. Abschlieend wurde
dieser auf beliebige genetische Operatoren verallgemeinert [SH98] und ge-
zeigt, dass die Homogenisierung des Genpools durch das Wechselspiel von
Selektion und Rekombination bedingt ist.
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4 Die Symmetrie als Fitnessfunktion
und die gerichtete Rekombination

Ziel dieses Kapitels ist die Einfiihrung einer neuen Fitnessfunktion und ei-
nes neuen Rekombinationsoperators. Die Evolution in einem Genetischen
Algorithmus kann damit realistischer aber dennoch mathematisch behan-
delbar abgebildet werden.

Weiterhin wird im Laufe des Kapitels die Fitnesslandschaft, die zur Sym-
metrie gehort, analysiert. Es wird untersucht, wie die genetischen Opera-
toren auf dieser Landschaft agieren. Die Wirkung des neuen Rekombinati-
onsoperators wird ebenfalls auf der Fitnesslandschaft analysiert. Die Evo-
lutionsgleichung wird an diese beiden Neuerungen, Fitnessfunktion und
Rekombination, angepasst. Zunéchst wird die Fitnessfunktion vorgestellt.
Der neue Rekombinationsoperator wird in Abschnitt 4.5 behandelt.

In der Natur lassen die meisten Organismen auffillige Symmetrien er-
kennen. Auch der Aufbau von Mineralien und Kristallen ist hauptséchlich
symmetrisch. Diese Vorliebe der Natur fiir Symmetrie soll in einen Geneti-
schen Algorithmus integriert werden. Daher wird die neue Fitnessfunktion
ein Maf} der Spiegelsymmetrie der Elemente sein. Je mehr symmetrische
Bits in der Zeichenkette eines Elementes vorhanden sind, desto hoher ist
seine Fitness. Es wird das erste Bit mit dem letzten Bit verglichen, das
zweite Bit mit dem vorletzten und so weiter. Dabei heifit ein Bit sym-
metrisch, wenn sein Allel mit dem entsprechendem Allel in der anderen
Zeichenkettenhélfte iibereinstimmt. Ein Bit heifit unsymmetrisch im ande-
ren Fall. In der Zeichenkette 011010 wére also das erste und das zweite Bit
symmetrisch, das dritte Bit hingegen nicht. Bei einer Zeichenkettenldnge

! !

von [ gibt es also maximal 5 symmetrische oder 5 unsymmetrische Bits.

Die Summe aller symmetrischen und unsymmetrischen Bits betragt dann
!

5.
Die Spiegelsymmetrie als Bewertungsfunktion néhert die intrinsische

Fitness an. Fiir die intrinsische Fitness existieren mehrere Definitionen,
unter anderem wird sie in manchen Verdffentlichungen dquivalent zur ef-
fektiven Fitness gebraucht, welche in Kapitel 5 vorgestellt wird. In dieser
Arbeit bedeutet intrinsische Fitness, dass der Fitnesswert nur von einer,
dem Individuum eigenen Eigenschaft abhéngt, nicht jedoch von &ufleren
Faktoren, wie zum Beispiel seiner Umwelt, der Zusammensetzung der Po-
pulation, seinem Verhalten oder der Grofle seines Funktionswertes in ei-
ner Zielfunktion. Auch bei der natiirlichen Selektion wird der Fitnesswert,
sprich die Fortpflanzungschance, nicht ausschlieflich durch eine &duflere
Funktion bestimmt, sondern durch ein kompliziertes Zusammenspiel von
mehreren dufleren Faktoren und individuellen Eigenschaften.
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4 Die Symmetrie als Fitnessfunktion und die gerichtete Rekombination

Spiegelsymmetrie kann auf mehrere Arten realisiert werden. So sind zum
Beispiel die beiden Elemente 101101 und 000000 im gleichen Mafl symme-
trisch, haben aber einen sehr unterschiedlichen Genotyp. Diese Multimo-
dalitéit zahlt ebenfalls zu den Vorteilen, da auch in der Natur die Anpas-
sung an die Umwelt auf héchst unterschiedliche Weise realisiert wird und
die verschiedenen Organismen gleichberechtigt nebeneinander existieren.
Es ist zu hoffen, dass mit der Symmetrie die Entstehung von mehreren Ar-
ten in den Simulationen nachgestellt werden kann. Ergebnisse dazu sind
in Kapitel 7 zu finden.

Eine weitere natiirliche Begebenheit kann durch die Symmetrie model-
liert werden: die sogenannte neutrale Evolution. Allerdings nur unter der
Voraussetzung, dass die Zeichenkettenldinge ungerade ist. Es gibt dann in
der Fitnesslandschaft, die zur Spiegelsymmetrie gehort, mehrere neutrale
Becken. Ein neutrales Becken ist eine Menge von nebeneinander liegen-
den Elementen, das heifit sie unterscheiden sich jeweils nur um ein Bit,
die dengleichen Fitnesswert haben. Dies bedeutet, dass trotz unterschied-
licher Genotypen kein Selektionsvorteil eines Elementes gegeniiber eines
anderen innerhalb eines neutralen Beckens besteht. Diese Neutralitéit wird
durch das mittlerste Bit in den Zeichenketten verursacht, denn dessen Aus-
pragung beeinflusst in keiner Weise den Fitnesswert. In Kapitel 5 wird auf
die neutrale Evolution eingegangen. Dort wird man sehen, dass neutrale
Becken nicht auf beliebigen Wege verlassen werden, sondern in der Rich-
tung, in der der effektive Fitnessgradient am grofiten ist.

Die Symmetrie als Bewertungsfunktion modelliert nicht nur die natiirli-
che Selektion realistischer als eine zu maximierende Zielfunktion, sondern
ist auch noch hinreichend einfach, um mathematische Untersuchungen zu
ermoglichen.

4.1 Die Fitnesslandschaft

Im Folgenden soll die zugehérige Fitnesslandschaft analysiert werden. Die
Fitnesslandschaft, also der Graph der Fitnessfunktion iiber dem Such-
raum, hat 23 Maxima, bei einer Stringldnge von [ und geradem I. Die Mul-
timodalitat steigt also mit % Wenn [ ungerade ist, so gibt es 259 =2
Maxima, aber dieses Detail soll im Folgenden vernachlassigt werden, da es
keine zusétzlichen Erkenntnisse bringt und die Untersuchungen erschwert.

Besteht ein Element nur aus symmetrischen Bits, so besitzt es den
hochsten Fitnesswert von f,4. = % Die Anzahl der Elemente im gesamten

Suchraum mit einer Fitness von k, k € {0,..., fia} ist

% l kok % l
22772% = 2z,
(i) = ()

Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Bit symmetrisch ist, ist 3. Die durch-
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4.2 Wirkung der Mutation in der Fitnesslandschaft

Anzahl der Elemente

itnesswert

Abbildung 4.1: Verteilung der Fitnesswerte iiber dem Suchraum

schnittliche Symmetrie einer beliebigen Zeichenkette ist damit

DO| =~
D[

(4.1)

=~
ANy

Die Fitnesswerte sind iiber dem Suchraum binomial verteilt. Die Vertei-
lung besitzt die Parameter p =1 und n = L (siehe Abbildung 4.1).

Der Hamming-Abstand eines Elementes zu einem vollsymmetrischen
Element liefert Riickschliisse auf seine Fitness. Diese steigt mit geringer
werdenden Hamming-Abstand. Jedes vollsymmetrische Element ist von [
Elementen umgeben, die einen um 1 niedrigeren Symmetriewert besitzen.
Hat ein Element eine Symmetrie bzw. Fitness von k, k € {0,..., %}, SO ist
es umgeben von 2 (4 — k) fitteren und 2k weniger fitten Individuen. Dabei
kann sich der Fitnesswert nur um genau 1 unterscheiden. An jedem Punkt
des Suchraums steigt oder sinkt also der Fitnessgradient. Es gibt kei-
ne lokalen Extrema. Globale Maxima werden von den vollsymmetrischen
Elementen gebildet, globale Minima von den komplett unsymmetrischen.
Es gibt genau soviele globale Maxima wie Minima.

4.2 Wirkung der Mutation in der Fitnesslandschaft

Es ist notwendig, die Auswirkung der Mutation auf den Symmetriewert
eines Elementes zu untersuchen. Hierfiir werden im Folgenden Formeln
hergeleitet, die die Wahrscheinlichkeit der Verdnderung der Symmetrie
eines Elementes durch die Mutation angeben.

Wird ein Bit in einer Zeichenkette gedndert, so steigt oder sinkt die
Fitness genau um 1. Ist der Fitnesswert eines Elementes gleich s, so kann
die Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir den Fitnesswert nach & Mutationen
angeben werden:
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P(Erhohung des Fitnesswertes um m) =

L Z o2nz+m u ny+ngs +m S ng + N3
(,i) e ny+ne+m ni n9 + ng n3

nit+n2+nz=-5-

P(Verringerung des Fitnesswertes um m) =

- Z 22"2+m< u > <n1 + n2> ( s > (ng +ng + m>
(li) . ni + n9 ni no +ns+m ns '

nit+n24+nz=-5—

(4.2)

Dabei wird mit v die Anzahl der unsymmetrischen Bits und mit s die
Anzahl der symmetrischen Bits bezeichnet. Es gilt also u+s = £. Die Sum-
me lduft iiber alle positiven ganzen Zahlen ni, ny und ns, die addiert 52
ergeben. Dabei ist n; die Anzahl der Mutationen, bei denen beide Allele
eines unsymmetrischen Bits mutiert werden und n3 die Anzahl der Muta-
tionen, bei denen beide Allele eines symmetrischen Bits mutiert werden.
Die Zahl ny steht fiir die Anzahl von jeweils zwei Mutationen, bei denen je
ein unsymmetrisches und ein symmetrisches Bit mutiert werden. Fiir ein
gerades k kann die Variable m nur Werte in {0,2,...,k — 2,k} annehmen.
Ist k ungerade, so gilt m € {1,3,...,k — 2, k}.

Die Formeln (4.2) sind ein Spezialfall der hypergeometrischen Vertei-
lung. Um den Fitnesswert um m zu erhéhen, miissen mindestens m Muta-
tionen an den unsymmetrischen Bits stattfinden. Aulerdem miissen dann
die restlichen £ —m Mutationen ohne Auswirkung bleiben. Das heifit k —m
muss durch zwei teilbar sein, da sich nur jeweils zwei Mutationen aufheben
konnen.

Wann heben sich zwei Mutationen beziiglich ihrer Fitnessénderung aut?
Dafiir gibt es drei verschiedene Konstellationen. Zum Einen kénnen die
beiden Mutationen auf beide Bitstellen eines unsymmetrischen Bits bzw.
eines symmetrischen Bits fallen (n; bzw. n3). So bliebe das unsymmetri-
sche Bit unsymmetrisch und das symmetrische Bit bliebe symmetrisch.
Zum Dritten kann eine Mutation an einem symmetrischen Bit durch eine
Mutation an einem unsymmetrischen Bit in der Wertigkeit wieder aufge-
hoben werden (nz). Die Anderung des symmetrischen Bits erwirkt eine
Senkung des Fitnesswertes um 1 und die Anderung des unsymmetrischen
Bits eine Erhohung um 1. Abbildung 4.2 verdeutlicht die drei Félle an
einem Beispiel.

Die Variablen ni, ns und ng werden eingefiihrt, um wiederzugeben, auf
welche Weise sich je zwei Mutationen autheben: auf die erste, zweite oder
dritte Weise. Zum Beispiel gibt ny an, dass sich ny Zweier-Mutationen auf-
heben, indem beide Stellen eines unsymmetrischen Bits getroffen wurden.
Ebenso steht ng fiir die Authebung durch Mutationen beider Stellen eines
symmetrischen Bits. Es gibt ny Zweier-Mutationen, bei denen je ein sym-
metrisches und ein unsymmetrisches Bit getroffen wurde. Alle moglichen
Kombinationen der Belegung von ni, ns und nz werden in der Summe
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S R B

vor Muation [o]1]
nach Mutation n n ﬂ

D unsymmetrisches Bit

- symmetrisches Bit

é Mutationsstelle

Abbildung 4.2: Aufhebung der Fitnessverdnderung durch je zwei Mutationen

durchlaufen. Da die n; (i = 1,2,3) die Anzahl von Zweier-Mutationen an-

geben, muss ihre Summe genau 5™ ergeben.

Betrachtet werden nun die méglichen Kombinationen. Der Term in (4.2)

ny+ng+m n1

gibt die Anzahl der Moglichkeiten an, mit denen man auf der einen Zei-
chenkettenhélfte ny + ny + m Mutationsstellen aus den unsymmetrischen
Bits auswéahlen kann und n; Stellen auf der anderen Zeichenkettenhalfte
aus denjenigen unsymmetrischen Bits, deren Gegenstiick bereits mutiert
wurde. Bei den m Mutationen, die zur Fitnesserhohung beitragen sowie
den ny-Mutationen ist es egal, auf welche Zeichenkettenhilfte die Muta-
tionen fallen, daher wird der Faktor 2727 dazu multipliziert.

Der Term

) (")
no + ng ns

gibt die Anzahl der Moglichkeiten an, mit denen ny + ng Mutationsstel-
len aus den symmetrischen Bits der einen Zeichenkettenhilfte ausgewéahlt
werden kénnen. Die Anzahl der Stellen aus den symmetrischen Bits der
anderen Hilfte, deren Gegenstiicke ebenfalls mutiert werden ist n3. Der
Faktor 2"2 kommt noch hinzu, da es auch hier wieder keine Rolle spielt,
auf welcher Zeichenkettenhilfte die no-Mutationen stattfinden.

Die Formel zur Verringerung der Fitness erkldrt sich auf die gleiche
Weise, nur dass nun m Mutationen an den symmetrischen Bits die Fit-
nessveranderung hervorrufen.

Das folgende Beispiel gibt die Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir [ = 12
und k& =5 an. Dabei wird ein Element untersucht, das vier symmetrische
Bits und zwei unsymmetrische Bits besitzt: s =4, u = 2.
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(152> P(Erhéhung um 5)

(152>P(Verringerung um 5)

5

<152>P(Erhbhung um 1) =

5

44
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4.3 Wirkung der Rekombination in der Fitnesslandschaft

Nachdem nun klar ist, wie die Mutation auf der neuen Fitnesslandschaft
agiert, bleibt es zu untersuchen, wie es sich mit der Rekombination verhélt.
Diese wird im néchsten Abschnitt behandelt.

4.3 Wirkung der Rekombination in der Fitnesslandschaft

Das Resultat einer Kreuzung ist nicht trivial und kann nicht so einfach
wiedergegeben werden, wie es bei der Mutation der Fall ist. Die Wirkung
der Rekombination héngt nicht nur von den Allelen der Eltern ab, unter-
scheiden sie sich oder nicht, sondern auch davon, welche Maske verwendet
wird und ob ein betreffendes Bit symmetrisch oder unsymmetrisch ist.

Die Rekombination dndert die Hamming-Distanz zweier Eltern nicht.
Bei einer Kreuzung werden Allele nur ausgetauscht, nicht aber in ihrer
Héufigkeit in den Bits verdndert. Daher haben die beiden Nachkommen
genau dieselbe Hamming-Distanz zueinander wie ihre Eltern. Man kann
aber davon ausgehen, dass mit grofler werdenden Hamming-Abstand der
Eltern das Intervall, in dem die Fitnesswerte der Kinder liegen konnen,
immer grofler wird. Ein grofler Hamming-Abstand bedeutet mehr M6glich-
keiten, die Allele eines Kindes zu auszutauschen und damit auch seine
Symmetrie zu dndern.

Vorbereitung Das Ziel ist eine Formel fiir die Wahrscheinlichkeit zu fin-
den, dass der Fitnesswert des ersten Nachkommens um m hoher liegt als
der des ersten Elters. Betrachtet werden die Eltern z und y. Ihre Bitstellen
werden folgendermaflen bezeichnet:

N U | 1 2 2,2
T = LTy Tyy Ty THT]
_ .11 1 2 2,2
Yy = Yi¥2---Yy2 Y- Y2U1

Die Rekombinationsmaske M sei

11 1 2 2,2
M—mlmQ...ml/2 Mg - - - MM

Es wird die Auswirkung der Rekombination an einem Bit x! und seinem
entsprechenden Gegenstiick z? auf der anderen Zeichenkettenhilfte un-
tersucht sowie die Auswirkung fiir y} und y?. Das Element x hat einen
Fitnesswert von s, und y einen Fitnesswert von s,. Es gibt folgende Fille:

45



4 Die Symmetrie als Fitnessfunktion und die gerichtete Rekombination

Fitnessénderung | Fitnesséinderung
1 2 1 2
von z; und x; von y, und y;

Fall 1 x%:y}undx?:y?‘o ‘O

Egal, welche Maske verwendet wird, der Fitnessbeitrag
dieses Bits bleibt unverdndert, da die Genome der Kin-
der mit denen der Eltern identisch sind (siche Abbildung
4.3). Die Bezeichnung P(s, + m) steht fir die Wahr-
scheinlichkeit, dass das erste Kind nach der Rekombi-
nation einen Fitnesswert von s, + m besitzt, P(s, + m)
dagegen bezieht sich auf den zweiten Nachkommen.
P(s, £0) = P(s, £0) =1

Fall 2 z} # yh und 22 = ¢? ‘
2 a) ) = 2%, das heiBit z; ist symmetrisch und y; ist

unsymmetrisch (siehe Abbildung 4.3)

ml=m? =0 0 0
mil:mlzzl -1 1
milzl,m?:O -1 1
mb=0,m?=1 0 0

Die Wahrscheinlichkeit, dass das Maskenbit eine be-
stimmte Ausprigung hat, ist 1, also gilt
P(sy —1)=P(sy+1) =55+ 1

DO
N[,
N[

1

2 2
P(s; £0) = P(s, £0) = 3

x

2 b) z} # 2%, das heifit x; ist unsymmetrisch und y; ist

symmetrisch

mb=m? = 0 0

mt=m?=1 1 -1

ml=1m? = 1 -1

m=0,m? = 0 0
( =

P(sy+1)=P(sy— 1)
P(sp £ 0) = P(s, +0) =
Fir z} = y! und 22 £ y
scheinlichkeiten

BN [ | =

erhélt man diegleichen Wahr-

i

Fall 3 x! #yl und 27 # o7 |
3 a) z} = 22, also sind z; und y; symmetrisch (siehe

Abbildung 4.3)

mt=m?=0 0 0
ml=m?=1 0 0
mb=1,m? = -1 -1
ml=0,m? = -1 -1
P(sy —1)=P(sy,—1) =1
P(s; £0) = P(s, £0) = 3
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4.3 Wirkung der Rekombination in der Fitnesslandschaft

Fall 1 Fall 2a) )

1. Elter x! x2
2. Elter y! ¢?

==
|
B :

mlzl,mgz()

m1:0,m2:1

B i me o
e =5 Cl W
e =5 0B B

Abbildung 4.3: Veranschaulichung der Rekombinationsmoglichkeiten und der
Ergebnisse fiir die Félle 1, 2a und 3a

Fitnessdnderung | Fitnessdnderung
des ersten Kindes | des zweiten
Kindes
3 b) x! # 2%, das heifit z; und y; sind unsymmetrisch
mt=m?=0 0 0
ml=m?=1 0 0
ml1 = 1,m22 =0 1 1
mb=0,m?=1 1 1
P(sy+1)=P(sy+1) =1
P(s; £0) = P(s, £0) = 3

Fitnessverianderung des ersten Kindes Zunéchst wird nur die Fitnessver-
danderung des ersten Kindes im Vergleich mit dem ersten Elter betrachtet.
Spéter werden die Fitnessverdnderungen beider Nachkommen untersucht.
Die Bits einer Zeichenkettenhélfte konnen wie folgt klassifiziert werden:
Ny ist die Anzahl an Bits, die unter keinen Umsténden zu einer
Symmetriedinderung beitragen kénnen (Fall 1)
N7 ist die Anzahl an Bits, an denen durch einen Allel-Austausch ihr
Fitnessbeitrag um 1 fiir das erste Kind erhoht werden kann aber
nicht muss (Fall 2 b und 3 b)
N?® st entsprechend die Anzahl an Bits, die potentiell zu einer Sym-
metrieverringerung beitragen konnen (Fall 2 a und 3 a)

Es gilt:

l
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4 Die Symmetrie als Fitnessfunktion und die gerichtete Rekombination

Handelt es sich zum Beispiel bei den Eltern um

z = 0010 1010
y = 0111 0011,

so sind

Ny = 1 (das dritte Bit)

N{ = 2 (das zweite und das vierte Bit)
N =1 (das erste Bit).
Soll der Fitnesswert des ersten Nachkommens um m € {0,..., 4} hoher

sein als der des ersten Elters, miissen m Allele von N{ ausgetauscht
werden. An allen anderen Positionen sollte sich der Fitnessbeitrag nicht
dandern. Dabei kann eine positive, das heifit fitnesserh6hende Wirkung der
Rekombination durch eine negative wieder aufgehoben werden. Die An-
zahl der Falle, bei denen eine solche Neutralisation eintritt, wird mit n
bezeichnet. Man erhélt fiir die Wahrscheinlichkeit, dass sich die Symme-
trie des ersten Kindes im Vergleich mit dem ersten Elter um m erhoht
bzw. verringert:

e - (7 £ (E)C) e

O I ) (A

Die Summe lduft iiber alle moglichen Fille, bei denen eine Symmetrie-

!
erhohung durch eine -verringerung neutralisiert wird. Der Faktor (3) 27N
beschreibt die Wahrscheinlichkeit, dass die gewiinschte Fitnesserh6hung

tatsichlich eintritt (siehe Ubersicht auf Seite 46).

Um die Verteilung der Fitnessverdnderungen des zweiten Kindes be-
ziiglich des zweiten Elters zu berechnen, miissen nur die entsprechenden
Werte fiir N¥ und N? fiir das zweite Elter gebildet und in (4.3) und (4.4)
eingesetzt werden.

Als Beispiel werden die Eltern z = 0011 mit s, = 0 und y = 1101 mit s, =
1 betrachtet. Folgende Resultate konnen bei der Rekombination eintreten:
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4.3 Wirkung der Rekombination in der Fitnesslandschaft

Maske | 1. Kind | Fitness- 2. Kind | Fitness-
anderung anderung
0000 0011 0 1101 0
0001 0011 0 1101 0
0010 0001 1 1111 1
0100 0111 1 1001 1
1000 1011 1 0101 -1
0011 0001 1 1111 1
0101 0111 1 1001 1
1001 1011 1 0101 -1
0110 0101 0 1011 0
1010 1001 2 0111 0
1100 1111 2 0001 0
0111 0101 0 1011 0
1011 1001 2 0111 0
1101 1111 2 0001 0
1110 1101 1 0011 -1
1111 1101 1 0011 -1

Man erhalt fiir das Beispiel folgende Wahrscheinlichkeiten. Es wird spéter
iiberpriift werden, ob die Wahrscheinlichkeiten des Beispiels mit den im
weiteren Verlauf des Abschnitts gefundenen Formeln iibereinstimmen:

P(sy; £0) =

P(sy+1,8y—1) =

o SN N

P(Wenigstens ein Nachkomme hat Fitness 1) =

Es ist N7 = 2, alle weiteren Parameter sind 0. Mit (4.3) oder (4.4) erhélt
man:

e - (£ Q0

Dies steht im Einklang mit dem Beispiel.

Fitnessverdnderung beider Kinder Die Fitnessverdnderungen der aus der

Rekombination hervorgehenden Kinder sind voneinander abhéngig. In der

Ubersicht auf Seite 46 konnte man sehen, dass im zweiten Fall jede Verénde-

rung beim ersten Kind eine komplementire Wirkung beim zweiten Kind

hervorruft. Im dritten Fall jedoch finden die Erh6hungen bzw. die Verrin-

gerungen der Fitness im gleichen Maf§ bei beiden Nachkommen statt.
Neue Notationen miissen eingefiihrt werden:
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4 Die Symmetrie als Fitnessfunktion und die gerichtete Rekombination

N,; ist die Anzahl an Bitstellen, die fiir beide Nachkommen einen
positiven Fitnessbeitrag liefern konnen, aber nicht miissen

N__ ist die Anzahl an Positionen, die fiir beide Nachkommen unsym-
metrisch werden kénnen

Ny ist die Anzahl der Stellen, an denen die Rekombination keinerlei
Auswirkung hat

N,_  Anzahl der Bits, an denen eine Erhthung der Symmetrie des
ersten Nachkommens zu Lasten des zweiten Nachkommen geht

N_, ist dementsprechend die Anzahl an Stellen, an denen die Sym-
metrie des ersten Nachkommens verringert werden kann und die
des zweiten dabei erhéht wird.

Auch hier gilt, dass die Summe é ergeben muss:

N++ + N__ + NO + N+_ + N_+ = —

2
und es gilt:
NY = Nyy+N,_
N = N__+N_,
N{ = Nyy +N_y
NY = N__+N,_.

In dem obigen Beipiel (x=0011, y=1101) sind

Nyp =1
Nyo = 1,

und alle weiteren Parameter 0.

Allméhlich néhert sich das Ziel: Die Formel fiir die Wahrscheinlichkeit,
dass wenigstens ein Nachkomme eine bestimmte Symmetrie von m besitzt.
Es wird angenommen, dass dazu die Symmetrie des ersten Nachkommens
um my verdndert werden miisste oder die Symmetrie des zweiten Nach-
kommens um ms. Es gilt also:

m = Sz +m

Sy + Mma.

Diesmal koénnen m; und msy auch negative Werte annehmen. Wie viele
Fitnessverdnderungen tatséchlich an den Positionen von N_,, Ny, Ny
und N__ stattfinden, soll mit nq, no, ng und ny bezeichnet werden. Es
muss gelten:

—Mn1+ne+ng—ng = M

ny—mng+ng—nNg = Mo.
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4.3 Wirkung der Rekombination in der Fitnesslandschaft

Damit hat man fiir die Wahrscheinlichkeit, dass beide Kinder einen Sym-
metriewert von m besitzen:

P(sz +ma, sy +ma) =
L_N,
1\2 N N\ (Ni_\ (Niy\ (N__
<5> 2 <n )(n ><n n 42
—ni+tng+tng—ng=mq 1 2 3 4
ni—ng+ng—ng=mo

und

P(Wenigstens ein Nachkomme hat Symmetrie m) =
P(sy +m1) + P(sy +ma) — P(sz + m1, sy + ma). (4.6)

Ist zum Beispiel mq, my > 0, so lautet die Gleichung;:

P(Wenigstens ein Nachkomme hat Symmetrie m) =

G Lz )

2n<L—No—m

() (0)-

2n<L—No—mo
= e
—nj+ng+ng—ng=mg ni n2 n3 N4
ni]—ng+ng—ng=my
Wendet man sich noch kurz dem obigen Beispiel zu, so findet man:

reetn- = (5) 2 (0G0 -

—ng+ng=—1
sowie

P(Wenigstens ein Nachkomme hat Fitness 1) =
P(sy + 1)+ P(s, £0) — P(sy, + 1,5, £0) =

() 2 (GGG -

—ng+n3=0

1+1 0 = 1
2 2 -

Diese Wahrscheinlichkeiten stimmen mit den relativen Héufigkeiten im
Beispiel iiberein.
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4 Die Symmetrie als Fitnessfunktion und die gerichtete Rekombination

Interpretation Die Variable Ny zdhlt die Bits, bei denen die Eltern auf
beiden Zeichenkettenhéalften iibereinstimmen. Je homogener die Populati-
on wird, also je mehr Genotypen iibereinstimmen, umso hoher sollte N
pro Elternpaar sein. Mit Ny kann also ein Maf fiir die Homogenitét der
Population geschaffen werden:

1 No(I,J)

52—

(2n) I,JEP; 2

wobei 2n die Populationsgréfie ist und Ny(Z,J) die Anzahl an Bits, an
deren beiden Stellen I und J iibereinstimmen. Dieses Maf ist genau dann
1, wenn die Population vollkommen homogen ist, das heiffit wenn sie aus
nur einem Genotyp besteht.

Der Faktor (%)éfNo in (4.6) wird also im Laufe der Homogenisierung
immer grofler, wohingegen mit wachsenden Ny die Variablen Ny, Ny _,
N_, und N__ kleiner werden und damit auch die Binomialkoeffizienten
in der Summe kleiner werden. Damit werden grofie Fitnessédnderungen
unwahrscheinlicher.

Nun wurden alle Vorbereitungen getétigt, die fiir den n#chsten Ab-
schnitt benotigt werden. Es wurde die Fitnesslandschaft untersucht und
die Auswirkungen der genetischen Operatoren Mutation und Rekombina-
tion in der Landschaft formalisiert. Dieses Wissen kann nun angewendet
werden, um die Evolutionsgleichung speziell fiir die Symmetrie als Fit-
nessfunktion aufzustellen.

4.4 Evolutionsgleichung fiir die neue Fitnessfunktion

Es ist angebracht, eine neue Aquivalenzklasse einzufiithren. Bisher wur-
de der Suchraum in Schemen unterteilt. Nun sollen aber alle diejenigen
Elemente zu einer Klasse zusammengefasst werden, die die gleiche Symme-
trie besitzen. Nimmt man also zwei Elemente I und J mit den Symmetrien
oder Fitnesswerten s; und sy, dann soll gelten:

INJ@S[:SJ

Die Menge aller Elemente aus dem Suchraum 2, die an s Bitstellen
symmetrisch sind, wird mit H, bezeichnet:

Hy={Ie:F()=s}.

Es gibt £ +1 Aquivalenzklassen, da s die Werte von 0 bis L annehmen
kann.
Die Evolutionsgleichung lautet dann:

L

P(Hy t+1) = iPm(Hk — H,)P.(Hp, t). (4.7)
k=0
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4.5 Der gerichtete Rekombinationsoperator

Dabei ist P, (Hy — H;) die Wahrscheinlichkeit, dass ein Element aus Hy,
zu einem aus H, mutiert, das heifit die Fitness von I € H, um s — k
verdndert wird. Die Wahrscheinlichkeit, dass die Fitness nach einer be-
stimmten Anzahl von Mutationen um einen bestimmten Wert verandert
wurde ist durch (4.2) gegeben. Damit hat man:

P, (Hy — Hy) = Zpﬁn(l - pm)l_mP(k + (s — k) bei m Mutationen).
1=0

Der zweite Term P.(Hy,t) von (4.7) beschreibt die Wahrscheinlichkeit,
mit der ein Vertreter von Hy aus der Rekombination hervorgeht. Dies ist
gegeben durch:

P.(Hpt) = (1=p)P'(Hy) +pe) Y p(M)P(I)P'(J)-
M I,J
P(wenigstens ein Nachkomme hat Fitness k)

= (1= p)P(He) + pe 3 > p(M)P (P () (P(sg + (k = 1)) +
M I,J

P(SJ—{—(]C—SJ))—P(S[—F(k—S[),SJ+(k—SJ))).

Fiir ein bestimmtes Element I bezeichnet der Term P’(I) die Wahr-
scheinlich zur Rekombination ausgew&hlt zu werden. Das Argument ¢ wird
wird der Ubersichtlichkeit halber weggelassen. Damit wird gesetzt:

P'(Hy) = > P(I).

IeHy

Die Wahrscheinlichkeit P(s;+(k—s;)) ist durch (4.3) bzw. (4.4) gegeben
und die von P(s;+ (k — s1),ss + (k — sz)) durch (4.5).

Mit diesen Anderungen kann man die Evolutionsgleichung an die neue
Fitnessfunktion anpassen. In ihrer Struktur konnte sie durch die Einfiih-
rung einer neuen Aquivalenzrelation erhalten bleiben. Die Aquivalenzklas-
sen vereinen jetzt Elemente gleicher Symmetrien.

4.5 Der gerichtete Rekombinationsoperator

In diesem Abschnitt soll der Erfolg der Rekombination durch die Ein-
fithrung eines neuen Rekombinationsoperators erhoht werden. Bisher tritt
folgendes Phénomen auf: Kreuzt man zwei stark symmetrische Elemen-
te miteinander, die sehr unterschiedliche Genotypen haben, zum Beispiel
0000 und 1111, so ist die Fitness der Nachkommen mit hoher Sicherheit
niedriger als die der Eltern, obwohl die Eltern fitnessmaximal waren.

Die willkiirliche Elternwahl ist von Nachteil, wenn stark symmetrische
Eltern gekreuzt werden, die sich im Genotyp unterscheiden. Werden jedoch
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4 Die Symmetrie als Fitnessfunktion und die gerichtete Rekombination

eher unsymmetrische Eltern gekreuzt, so kann die willkiirliche Elternwahl
nur von Vorteil sein.

Eine Methode, um dieses Phdnomen weitgehend zu vermeiden und die
Fitness der Kinder in dhnlicher Wertigkeit wie der Eltern zu belassen,
ist es, nur relativ dhnliche Elemente zur Rekombination zuzulassen. Die
Wahrscheinlichkeit, mit der sich zwei Elemente kreuzen, soll also mit der
Anzahl iibereinstimmender Bits steigen. Zum Beispiel kann die Wahr-
scheinlichkeit, mit der sich zwei Elemente x = z1...2; und y = y1...y;,
die zur Rekombination ausgew#hlt wurden, kreuzen, folgende Funktion
sein:

Py, := P(x und y kreuzen sich, falls sie ausgewahlt wurden)
!
1
— jz ((1 +x; +y,‘) m0d2).
i=1

Die Summe zéhlt die Anzahl an iibereinstimmenden Bits, denn es gilt:

0 ;i #yi

(1+xi+yi)mod2:{ 1 o=y,

Ein Beispiel hierfiir ist Folgendes: Findet zwischen = und y eine Rekom-
bination statt, so ist P,, fiir verschiedene Partner y dann:

x Yy Ppy

0000 | 0000 | 4/4 =1
0001 | 3/4
0011 | 2/4
0111 | 1/4
1111 | 0

Es ist moglich P,, mit ¢ € IN zu potenzieren, um fiir ¢ > 1 die Dif-
ferenz von Py, und P, zu skalieren (siche Abbildung 4.4). Und zwar
wiirde die Differenz bei Paaren, die sehr dhnlich sind, steigen und bei eher
undhnlichen sinken. Fiir das Beispiel heifit dies fiir ¢ = 4:

X Yy P, Ty P. :gy
0000 | 0000 | 1 1
0001 | 0.75 | 0.32
0011 | 0.5 | 0.06
0111 | 0.25 | 0.004

1111 |0 0

Die Wahrscheinlichkeit, dass z und y gekreuzt werden, sinkt damit auf
jeden Fall, solange x und y sich an wenigstens einem Bit unterscheiden.
Diese Wahrscheinlichkeit fallt umso schneller, je &hnlicher sie sich sind.
Die Variable Pf, ist ein Mafl des Abstandes von z und y. Je geringer
ihre Hamming-Distanz, umso hoher ist Pf,. Sind z und y identisch, so ist
Pl =1.
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4.5 Der gerichtete Rekombinationsoperator

Abbildung 4.4: P, in Abhingigkeit vom Hamming-Abstand

Dieser Operator, bei dem Partner mit gewisser Ahnlichkeit bevorzugt
werden, wird gerichteter Rekombinationsoperator genannt.

Die Einfiithrung dieses neuen Rekombinationsoperators wird durch fol-
gende Beobachtung gestiitzt. In der Natur zeigen die meisten Arten eine
Vorliebe fiir Partner, die in bestimmten FEigenschaften dhnlich zu ihnen
sind. Eine Auswahl wird jedoch meistens nach dem Phénotyp und eher
indirekt nach dem Genotyp getroffen. So suchen sich zum Beispiel See-
pferdchen bevorzugt gleichgrole Partner und bestimmte Vogel gleichfar-
bige Partner.

In der englischsprachigen Literatur nennt man eine solche Partnerpre-
ferenz ,assortative mating®, zu Deutsch , assortative Paarung“ oder auch
,gerichtete, auswéahlende Paarung”, und es wird seit geraumer Zeit un-
tersucht, inwieweit diese diskriminierende Auswahl einen Einfluss auf die
Entstehung von neuen Arten hat. Die Aufspaltung einer Art in zwei oder
mehrere neue Arten durch rdumliche Trennung, zum Beispiel durch Kon-
tinentaldrift oder Naturkatastrophen, und anschliefende getrennte Wei-
terentwicklung ist hdufig untersucht wurden und scheint belegt. Doch das
Aufspalten ohne Isolation ist nicht ausreichend untersucht. Es wird in
Erwédgung gezogen, dass die assortative Partnerwahl zur Artenentstehung
ohne raumliche Isolation beigetragen hat. Doch der genaue Einfluss ist un-
klar und es ist noch nicht geklart, inwieweit noch weitere Faktoren zusétz-
lich zur gerichteten Partnerwahl eine Rolle spielen, wie zum Beispiel eine
yaufspaltende Selektion“, das heifit eine Selektion in Richtung von zwei
neuen Anpassungsoptima.

Nun wird die Wirkung des gerichteten Rekombinationsoperators in der
Fitnesslandschaft untersucht. Zu Beginn ist es interessant, die Wahrschein-
lichkeit P.(I), mit der eine Zeichenkette I aus der Rekombination hervor-
geht, an den neuen Operator anzupassen. Das Zeitargument wird wieder
weggelassen. Bisher galt fiir die Rekombination (3.19):

Po(I) = (1= pe) P'(I) +pe Y Y p(M)A® (M) P'(J) P'(K) (4.8)
M JK

Der erste Term (1—p.)P’(I) gibt die Wahrscheinlichkeit wieder, mit der kei-
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4 Die Symmetrie als Fitnessfunktion und die gerichtete Rekombination

ne Rekombination stattfindet und das Element unverédndert in die néchste
Population iibernommen wird.

Eine Rekombination kann aus zweierlei Griinden nicht stattfinden. Zum
einen, weil sie mit der Wahrscheinlichkeit 1 — p. nicht eintritt, und zum
anderen, weil sich zwei zur Rekombination zugelassene Elemente mit ei-
ner Wahrscheinlichkeit von 1— Pg, nicht paaren. Der Unterschied zwischen
diesen beiden Fillen ist, dass im ersteren Fall das Element in die Folge-
population {ibernommen wird, im zweiten Fall jedoch aussortiert wird.

So wird die Wahrscheinlichkeit Py.(I), mit der eine Zeichenkette I nach
der gerichteten Rekombination vorhanden ist, berechnet, indem zu der
Wahrscheinlichkeit, dass I unverédndert in die nédchste Population iiber-
nommen wird, die Wahrscheinlichkeit addiert wird, mit der die Zeichen-
kette I aus einer Kreuzung hervorgeht. Man erhélt dann fiir P,.(1):

Pye(I) = (1 —pe)P'(I)
+pe Y Y p(M) AR (M) P'(J) P'(K) P
M JK

Man stellt fest, dass Py.(I) im Vergleich mit P.(I) durch den zusétzli-
chen Faktor in der letzten Summe verringert wird. Das heifit also, dass
sich weniger Individuen kreuzen. Die Rekombinationshaufigkeit wird also
gesenkt.

Normierung Summiert man die Evolutionsgleichung iiber alle Zeichen-
ketten I, so muss das Ergebnis 1 sein. Dies ist mit der Gleichung fiir den
normalen Rekombinationsoperator gegeben, denn

YP(It+1) = > (1-p)P'(I)+

I I
D pey p(M)Y A(M)P'(J)P'(K)
I M

K
et Y0NS (Z A{K(M)) PIP(K)
M JK \ I
et 0N P Y PR
M J K
1 —pec+pe
= 1.

Die Summe >~ A% (M) ergibt 1, da zwei bestimmmte Eltern und eine be-
T

stimmte Maske den ersten Nachkommen eindeutig festlegen. Es kann nur
ein eindeutig bestimmtes Individuum als erster Nachkomme resultieren.

Die Evolutionsgleichung fiir die gerichtete Rekombination muss noch
normiert werden, da der zweite Term von (4.8) mit P{,. gewichtet wurde.
Fiir den Normierungsfaktor Z muss gelten:
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1Lz M)P'(J)P'(K)Pjy
M,I,J,K
= ZZP’ K)P%,.
1
=7 =

> PI(J)PI(K)P]
JK

)

Also erhélt man die Evolutionsgleichung mit dem gerichteten Rekombi-
nationsoperator:

PIt+1) = Y Pn(J = I)Py(J) (4.9)
J
mit
Pu(d = 1) = pit’ (1—p) =%
Pye(I) = (1=pe)P'(I)
+Zpey > p(M M) P'(J) P'(K) Pjg.
M J K

Es bezeichnet d; die Hamming Distanz zwischen den Zeichenketten I und
J.

4.6 Evolutionsgleichung fiir die neue Fitnessfunktion und
die gerichtete Rekombination

Um das Kapitel abzurunden, fehlt die Evolutionsgleichung fiir die Symme-
trie-Funktion und den gerichteten Rekombinationsoperator. Mit der ein-
gefiihrten Aquivalenzklasse H erhélt man sofort:

1
2
P(Hsat+1) = me(Hk _’Hs)ch(Hk,t) (4'10)
k=0

mit

m

Pn(H, — H,) = Z (1 =) ™P(k + (s — k) bei m Mutationen)

P.(Hp,t) = (1 —p)P'(Hy) + Zpe Y > p(M P'(J)P%y
M I1,J
P(wenigstens ein Nachkomme hat Fitness k).
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4 Die Symmetrie als Fitnessfunktion und die gerichtete Rekombination

Homogenisierung der Population Die Angleichung des Erbguts wird wei-
terhin durch das Zusammenspiel von Selektion und Rekombination er-
reicht, auch mit dem gerichteten Rekombinationsoperator. Das Aussortie-
ren von isolierten Elementen geht nun noch schneller vonstatten, da die
Ahnlichkeit eines Elementes zu einem anderen bei der Rekombination ei-
ne Rolle spielt. Befindet sich ein isoliertes Element I in der Population,
so ist P/, fiir alle Partner J gering, da die Hamming-Distanz von I zu
allen J grofler als Null und auf Grund der Isolation auch gréfler als die
durchschnittliche Hamming-Distanz der Populationselemente ist.

Als Konsequenz miisste die Endpopulation eines Genetischen Algorith-
mus mit gerichteter Rekombination homogener sein als bei Verwendung
der normalen Rekombination. Ob dies tatsdchlich der Fall ist, wird in
Kapitel 7 beantwortet.

4.7 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde eine neue Fitnessfunktion, die Spiegelsymmetrie,
und ein neuer Rekombinationsoperator, die gerichtete Rekombination, ein-
gefiihrt. Die Wirkung der Mutation sowie der beiden Rekombinationsarten
auf der Fitnesslandschaft wurde neuen analysiert. Die Untersuchungen
miindeten in einer Evolutionsgleichung, die an die neue Fitnessfunktion
und den neuen Rekombinationsoperator angepasst ist (4.10).
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5 Effektive Fitness

In diesem Kapitel wird das Konzept der Effektiven Fitness vorgestellt.
Theorie und Resultate sind in [SS02], [Ste98] und [Ste99] veroffentlicht.

Die Bewertung der Elemente durch eine Fitnessfunktion ist fiir die mei-
sten Selektionsoperatoren essentiell. Die Fitnessfunktion bietet aber auch
eine Moglichkeit die Evolution in einem Genetischen Algorithmus intui-
tiv als Suche nach dem Fitnessmaximum zu verstehen. Daher wurde ver-
sucht, die Arbeit eines genetischen Algorithmus durch eine Hill-Climbing-
Methode auf einer Fitnesslandschaft zu erkldren. Die Fitnesslandschaft
kann man sich bildlich als den Graphen iiber dem Suchraum vorstellen,
der durch die Fitnessfunktion erzeugt wird.

Obwohl Fitnesslandschaften beim Versténdnis der Populationsentwick-
lung helfen kénnten und auch eine Klassifikation von Landschaften wiin-
schenswert wire, sind die Fortschritte in der Landschaftsanalyse gering.
Zum einen ist sie oftmals wegen der Komplexitéit der Fitnessfunktion oder
des schwierig zu definierenden Abstandsbegriffes im Suchraum sehr kom-
pliziert und daher auf einfache Modelle, insbesondere Modelle mit stati-
scher, das heifit zeitunabhéngiger, Fitnessfunktion, beschriankt. Zum an-
deren gibt es keinen sichtbaren Zusammenhang zwischen der Anzahl der
lokalen Maxima einer Landschaft und der Schwierigkeit fiir einen Gene-
tischen Algorithmus das Problem zu l6sen. So ist zum Beispiel die zer-
kliiftete Landschaft, die durch die ,,Stachelschweinfunktion® erzeugt wird,
wesentlich komplizierter als die Landschaft der ,,Nadel im Heuhaufen®-
Funktion. Fiir einen Genetischen Algorithmus stellt das letztere Problem
jedoch die groflere Herausforderung dar.

Weitere Unstimmigkeiten beim Betrachten des Genetischen Algorith-
mus als Hill-Climbing-Prozess tauchen mit dem Genotyp-Phéanotyp-Sym-
metriebruch und der sogenannten Orthogenese auf. Orthogenese ist das
Phénomen, bei dem ein Element geringerer Fitness dem fitnessmaximalen
Element vorgezogen wird. Dies ist zum Beispiel der Fall, wenn die Fitness-
landschaft zwei voneinander isolierte Maxima besitzt, wobei das kleinere
von einem Plateau von relativ fitten Elementen umgeben ist. Der Rest
des Suchraumes besteht aus Elementen mit verschwindender Fitness. Sie-
he dazu Abbildung 5.1. Das Fitnessmaximum ist mit f,, bezeichnet, die
zweitgrofite Fitness mit f; und die Fitness der Plateauelemente mit f,. Mit
diesem Beispiel kann gezeigt werden, dass mit steigender Mutationsrate
der groflere Teil der Endpopulation aus Elementen mit der zweitgrofiten
Fitness fs besteht [Ste99)].

Als Genotyp-Phinotyp-Symmetrie bezeichnet man die Aquivalenz un-
terschiedlicher Genotypen, das heifit unterschiedlicher Zeichenketten, mit
demgleichen Phénotyp, das heifit gleichem Fitnesswert. Zu Beginn wiirde
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5 Effektive Fitness

Suchraum

Abbildung 5.1: Plateaufitnessfunktion

man vermuten, dass Elemente mit gleichem Fitnesswert gleichberechtigt
behandelt wiirden und in der Endpopulation mit demselben Anteil ver-
treten wiren. In der Praxis ist dies aber nur selten der Fall. Einfachstes
Beispiel hierfiir ist das ,,Nadel im Heuhaufen“-Modell, in dem in der End-
population, abgesehen vom Maximum, solche Genotypen dominieren, die
eine geringere Hamming-Distanz zum Maximum besitzen, als der Durch-
schnitt [SS02].

Da die Landschaftsanalyse eine hilfreiche Methode in der Theorie der
Genetischen Algorithmen sein kann, {iberdachte man die Fitness als ein-
zige mogliche Bewertungsfunktion und fiihrte ein neues Fitnesskonzept
ein: die effektive Fitness. Vorrangiges Ziel war eine genauere Information
iiber den Fortpflanzungserfolg der einzelnen Elemente. Der tatséchliche
Fortpflanzungserfolg hangt immer auch von dem Zustand der Population
ab und somit auch von der Zeit, sowie von den Einfliissen aller geneti-
schen Operatoren. Der Nachteil der urspriinglichen Fitness war, dass sie
ausschliefflich Aussagen iiber den Selektionserfolg der Elemente gab und
zudem zeitunabhéngig war. Nach [SS02] wird die effektive Fitness f.zs fir
ein Element I implizit definiert:

P(I,t+1)= L“};I’t)
t

P(I,t). (5.1)

Der Nachteil ist, dass die effektive Fitness somit nur fiir Populationsele-
mente definiert ist.

Die Formel (5.1) erinnert stark an die Wirkung des fitnessproportionalen
Selektionsoperators, die dhnlich aussieht:

Py ==L gf ) P(1,1) = 2n f,(1) P(11).

An dieser Stelle kann man sehen, dass die effektive Fitness allein durch ih-
re Definition als Proportionalitatsfaktor einen genaueren Schluss auf den
Fortpflanzungserfolg liefert, denn in (5.1) sind die Effekte aller genetischen
Operatoren einbezogen, also auch die der auf den Genotypen agierenden
Operatoren Mutation und Rekombination. Schon hier wird klar, dass die
Genotyp-Phéanotyp-Symmetrie durch die effektive Fitness nicht automa-
tisch erhalten bleibt.
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Mit Hilfe der Evolutionsgleichung fiir P(Z,¢+1) (3.19) kann die effektive
Fitness folgendermaflen quantifiziert werden:

feff(I,t) - %P([,t"‘l)

F

_ P(Ii 5 ZJ:Pm(J — )P,(J,¢) (5.2)

Setzt man in (5.2) p,, = p. = 0, also verzichtet man auf die Rekombina-
tion und Mutation:

Po(J = 1) = {1 J=1

P.(J,t) = P'(J,t)
= ant(J)P(Jat)a

dann gilt bei Verwendung der fitnessproportionalen Selektion fer¢(1,t) =
F(I). Doch auch wenn die Selektion nicht oder nicht ausschlieBlich auf
der normalen Fitness agiert, sieht man die realistischere Bewertung des
Selektionserfolges eines Elementes durch die effektive Fitness.

Das Konzept der effektiven Fitness hat weitere Vorteile abgesehen von
der bereits genannten Funktion als Ma8 fiir den Fortpflanzungserfolg und
somit fiir die genauere Beschreibung der Endpopulation. Die effektive Fit-
ness kann auch als Maf fiir den Symmetriebruch dienen, als Erklarung der
Orthogenese, als Maf fiir die Fehlleitung (,,deception®), sowie als Maf3 fiir
die Entfernung der Population vom Gleichgewichtszustand. Das Genannte
soll im Folgenden genauer erklart werden, begonnen wird mit einem Bei-
spiel, das die Messbarkeit des Genotyp-Phanotyp-Symmetriebruchs durch
die effektive Fitness belegt.

Genotyp-Phinotyp-Symmetriebruch Betrachtet wird das bereits erwahnte
»,Nadel im Heuhaufen“-Problem [SS02]. Es gibt ein ausgezeichnetes Ele-
ment mit der héchsten Fitness f,,s, dabei steht ms fiir ,,master species”.
Alle weiteren Elemente haben die geringere Fitness f. Die Rekombination
wird auer Acht gelassen (p. = 0), die fitnessproportionale Selektion ver-
wendet und eine homogen verteilte Population angenommen. Das heifit
alle Elemente sind mit dem gleichen Anteil in der Population enthalten.
Bei einer Populationsgrofie von 2n gilt also:

1
P(It)=5-  VIEP.
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5 Effektive Fitness

Man erhilt:
ferp(I,t) = P(?t)%:pmuemn fi(J) P(J,t)
- ZJ:Pm(J L DEJ),  dafuJ) = ;(Lg
MRCULIS LI DRSS Pt (1= pin) s
i

H plcs

d _
+fms pn’{’ms (1 - pm)l Iyms

Aferp(I, 1) = ferpU1,t) — fepp(I2,t)

H

dll,ms
= fms<pm (1 _pm)

A s I—dH
_pni% (1 _pm) 12,ms)
d?l ms
7 (=Pt (1= p)

A7 s -
pW{Qv (1 _ pm) IQ,ms)

1—d

I1,ms

1-df

I1,ms

i s 1—dH
= (s = NP (1= p)! "

H

ALy ms I—dH
_pn/{% (1 _ pm) IQ,ms)

Fiir Afers(I1,12) heben sich die Terme der Summe ) szms bis auf die
J#I
beiden Terme auf, in denen

H _ H
dII,J - dfg,ms

H _ H
dIg,J - dh,ms

gilt. Es wird angenommen, dass dﬁ ms < dg ms- Also soll I niher an ms
liegen als I,. Dann folgt
e _gH
Afessilo) = (fus = f) P ™ (L= p)'~r0me

p dg,ms_dﬁ,ms
11— m ) 5.3
( <1_pm ) ( )

Fiir p,, < 3 wird die Differenz der effektiven Fitnesswerte zweier Ele-

mente mit steigendem Abstand df | —djl | immer gréBer. Das heifit der
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effektive Fitnessvorteil von I gegeniiber I, steigt mit wachsenden Abstand
zu I5. Somit kann man den Genotyp-Phénotyp-Symmetriebruch zwischen
I, und I, die dieselben Fitnesswerte besitzen, mit Hilfe des Fortpflan-
zungsvorteils A f.ry messen. An diesem Beispiel kann man erkennen, dass
die effektive Fitness auch die neutrale Evolution erkldren kann. Hat man
ein flaches Gebiet in der Fitnesslandschaft, so wird es in der Richtung
verlassen, in der der positive Fitnessgradient am grofiten ist.

Orthogenese Es wird nun die Orthogenese betrachtet, das Phédnomen,
bei dem ein submaximales Element gegeniiber dem maximalen Element
bevorzugt wird [Ste98], [Ste99], zum Beispiel wenn das submaximale von
einem Plateau von relativ fitten Elementen umgeben wird und die Muta-
tionsrate eine bestimmte Schwelle iibersteigt. Das Fitnessmaximum wird
mit m, das submaximale Element mit s bezeichnet. Die Fitnesswerte sind
mit f,, und fs; gekennzeichnet. Die Plateauelemente p haben die Fitness
/p, alle anderen Elemente verschwindende Fitness. Es wird mit p. = 0
gerechnet, mit fitnessproportionaler Selektion und homogen verteilter Po-
pulation. Dann erhélt man:

feff(m) = fm (1_pm)l
+fs dm’s( pm)lidH
I

feff(s) = fs (1_pm)l
_H
+fm D ms(l_pm)l A s
+fpzpslp 1—p l dflp

Afeff(mv 5) = (fm - fs)(l _pm)l
+(fs - fm) Pibm’s(l - pm)lidﬁ’s

dH H
+pr< (1= )t
IP

H

dy 1—dH
—Pm T (1 - pm)

slp>

= (fm - fs) ((1 - pm)l - pgnﬁ’s(l - pm)ldﬁll’s>
_fpzpslpl_ lclﬁlp

1 ( P )dgvfp‘dgfp
1_pm
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5 Effektive Fitness

Fiir p,, < % ist der zweite Term von Af.s¢(m,s) positiv und der dritte
negativ. Man erkennt, dass der effektive Fitnessvorteil von m durch die
Plateauelemente geddmpft wird.

Fehlleitung Einem weiteren Bereich der Theorie iiber Genetische Algo-
rithmen, ndmlich den der Fehlleitung (,,deception), kann das Konzept der
effektiven Fitness zu Fortschritten verhelfen. Im Allgemeinen betrachtet
man ein Problem als fehlleitend, wenn Schemenbausteine den Genetischen
Algorithmus vom globalen Fitnessmaximum wegfiihren, das heifit die Bau-
steine eines Schemas besitzen eine hohere Fitness als das Gesamtschema.
Mit der Moglichkeit den tatsdchlichen Fortpflanzungserfolg eines Schemas
zu messen, kann man die Differenz zwischen effektiver Fitness und nor-
maler Fitness als Maf fiir die Fehlleitung betrachten [SW99]. An dieser
Stelle wird nochmals auf das zuletzt betrachtete Beispiel verwiesen, bei
dem das submaximale Element von einem Plateau relativ fitter Elemente
umgeben ist und das globale Maximum isoliert ist. Auch dieses Problem
betrachtet man als vermeintlich fehlleitend, da das submaximale Element
durchaus bevorzugt werden konnte. Es wird klar, dass das globale Ma-
ximum der Fitnessfunktion eines Problems nicht automatisch mit dem
Optimum unter dem Einfluss von genetischen Operatoren {ibereinstimmt.
Als Konsequenz fiir die Praxis miisste ein Genetischer Algorithmus der-
art an das Problem angepasst werden, dass das Fitnessmaximum und das
Optimum der Evolution zusammenfallen.

Entfernung vom Gleichgewichtszustand Die effektive Fitness fungiert auch
als Maf3 fiir die Entfernung der Population vom Gleichgewichtszustand
[Ste99]. Setzt man die Gleichgewichtsbedingung P(I,t + 1) = P(I,t) in
(5.1) ein, so folgt

feff(I’t):Ft VIGPt Vt.

Das heifit also, dass die effektive Fitnesslandschaft im Gleichgewichts-
zustand flach ist. Ein Beispiel soll diese zusétzliche Mafleigenschaft ver-
anschaulichen. Betrachtet wird eine flache Fitnesslandschaft sowie eine
homogen verteilte Population, das heifit alle Elemente sind mit gleicher
Héaufigkeit vertreten. Die Rekombination wird der Einfachheit halber wie-
der vernachlassigt sowie die fitnessproportionale Selektion verwendet. So-
mit ist auch die effektive Fitnesslandschaft flach. Um das zu erkennen,
braucht man nur in (5.3) f = f.s setzen, da alle Elemente die gleiche
Fitness haben. Weicht aber die Population vom homogenen Zustand ab,
so spiegelt sich dies in einer nicht flachen effektiven Fitnesslandschaft
wider. Betrachtet wird der Suchraum {00,11,01,10} und die Population
{11,11,11,01,01,10,10,00}. Man berechnet mit f = 1:
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fers) = g > Pn(J = D)P(J,1)

J
8 /1 1
:>feff(11) = (l_pm)2+§<§pm(1_pm)+§p3n>
2
= 1_§pm
2 1 1 2
feff(()l) = (1_pm) +4 §pm(1_pm)+1pm
=1
= fers(10)
2 1 3 2
feff(oo) = (1_pm) +8 §pm(1_pm)+§pm
= 14 2pm,.

Die effektive Fitness von 00 ist also grofler als die aller anderen Elemente
und 11 hat die niedrigste effektive Fitness. Es ist zu bemerken, dass der
Fortpflanzungserfolg von 01 und 10 unabhéngig von der Mutationsrate
ist. Die Elemente 01 und 10 haben bereits ihre Gleichgewichtsverteilung
in der Population erreicht.

Néahert sich die Population dem homogenen Zustand an, so wird dies in
der Flachheit der effektiven Fitnesslandschaft sichtbar. Numerische Bei-
spiele fiir die Konvergenz der effektiven Fitnesslandschaft an eine flache
Landschaft, wihrend sich die Population homogen ordnet, findet man in

[Ste99).

In diesem Kapitel konnte man sehen, wie das eingefiihrte Konzept der ef-
fektiven Fitnesslandschaft bisherige Unklarheiten beseitigt und die Theo-
rie der Genetischen Algorithmen vereinfacht. Die Ausfithrungen basieren

auf [Ste98], [Ste99], [SWI9] und [SS02].

65



5 Effektive Fitness
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6 Basen des Suchraums

Wihrend sich die vorherigen Kapitel eher auf den Algorithmus konzen-
trierten sowie die Verbreitung von Schemen und konzeptionelle Betrach-
tungen, soll nun der Suchraum in den Vordergrund geriickt werden. Das
Ziel ist es, den Suchraum als Vektorraum zu beschreiben und einige Ba-
sen fiir ihn und seinen Dualraum aufzustellen. So eignen sich einige Basen
fiir die Beschreibung der genetischen Operatoren besser als andere. Eine
Basis wird die Anwendung einer Methode aus der Statistischen Mechanik
ermoglichen, mit der die Dynamik der Evolution im Genetischen Algorith-
mus behandelt werden kann.

Dieses Kapitel basiert haupstsidchlich auf den Resultaten von [CS]. In
jener Veroffentlichung wurde auf Beweise verzichtet. Sémtliche Beweise in
diesem Kapitel sind daher fiir diese Arbeit hergeleitet wurden.

6.1 Der Suchraum und sein Dualraum

Nach Definition arbeitet ein Genetischer Algorithmus mit binédren Zei-
chenketten. Somit besteht der Suchraum 2 aus der Menge aller binéren
Zeichenketten der Lénge I:

A=1{0,1} x ... x {0,1} = {0,1}".
lf‘r;lal

Geometrisch kann man sich den Suchraum als die Eckpunkte des I-
dimensionalen Einheitswiirfel vorstellen. Wie in Abbildung 6.1 zu sehen,
ist zum Beispiel fiir den 3-dimensionalen Fall die Zeichenkette 101 durch
den Eckpunkt (1,0,1) reprisentiert.

101
10 11 100 111
L
0 1 00 01 000 011
001
[=1 [=2 [=3

Abbildung 6.1: Der [-dimensionale Einheitswiirfel
So kann 2 in den R’ eingebettet werden. Dies macht an dieser Stelle

aber keinen besonderen Sinn, da 2 dann auch die additive Struktur des
R! erben wiirde. Die Addition von binéiren Zeichenketten mag zwar noch
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6 Basen des Suchraums

niitzlich sein, jedoch haben die Elemente des Suchraums fiir jedes Optimie-
rungsproblem eine andere Bedeutung. Sie sind Kodierungen von Lésungen
und eine solche Losung muss nicht mit der Zahl, deren Bindrdarstellung
mit der Kodierung identisch ist, iibereinstimmen. So ist die Addition von
Individuen nur im Ausnahmefall sinnvoll. Daher sollte sich ein Individu-
um im Allgemeinen nicht als Linearkombination von anderen Individuen
darstellen lassen. Fiir die Anschauung ist die Einbettung in den R! zwar
hilfreich, es eignet sich fiir unsere Zwecke jedoch mehr, den Suchraum in
den R% = R? = RY mit N := 2! einzubetten. Der Suchraum 2 ist die
Familie aller bindren Zeichenketten der Lange I:

A={z1,...,zn},
dann sollte die Einbettungsvorschrift ¢
oA — RN

Ty, = € i:1,...,N

so erfolgen, dass die Menge {e;}Y; linear unabhiingig ist.

Der RY ist bekanntlich ein Vektorraum. Auch im Fall der Einbettung
von 2 in den RM erbt der Suchraum die additive Struktur. Nun braucht
man sich jedoch keine Sorgen mehr zu machen, dass ein Individuum als
Summe von anderen Individuen darstellbar ist. Hierfiir hat man mit der
Forderung nach linearer Unabhéngigkeit bei der Einbettungsvorschrift ge-
sorgt. Werden dennoch Individuen addiert, so liegt das Ergebnis aulerhalb
von 2.

Der Raum der reellwertigen Funktionen iiber 2A

Fun(2) ={f : A — R}.

ist mit der iiblichen punktweisen Addition und der skalaren Multiplikation
ein Vektorraum. Die beiden Riéume RY und Fun(2) sind isomorph. Der
néchstliegende Isomorphismus ) ist:

¢: Fun() — RY

Es bezeichne {f;}}¥, die kanonische Basis von Fun(2):
fi(x;) = i,

dabei ist ¢;; das Kronecker Delta. Die i-te Basisfunktion ist also nur an
dem i-ten Element gleich 1, sonst 0. Die Basis entspricht unter ¢ der kano-
nischen Basis im R”Y, und die Basiselemente kénnen als charakteristische
Funktionen zu den einzelnen Elementen von 2 betrachtet werden.

Die Einfithrung des Funktionenraums Fun(2l) ist insofern sinnvoll, als
dass spéater damit die Evolutionsgleichungen verkiirzt werden kénnen. Die
Population kann als N-elementiger Vektor aufgefasst werden, wobei die
i-te Komponente die relative Haufigkeit des i-ten Elementes von 2 wie-
dergibt.
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6.2 Basen von Fun(2l)

Der Dualraum von Fun(2l) ist:
Fun*(2) = {g: Fun() — R, g ist linear}.

Die Dimension von Fun*(2) ist N. Somit ist auch Fun*() zu RY iso-
morph.
Fiir die duale Basis {g;}Y, zu {f;}}¥, muss gelten:

9i(f3) = 0ij.

So folgt fiir ein beliebiges Element f :=(f) = (aq,...,an) € Fun() und
ein beliebiges Element g :=¢(g) = (81,...,0n) € Fun*(2):

g(f) = Bia(f) +...+Bngn(f)
= bfgilaafi+...anfy)+ ...+ Bngn(aafi +...anfN)
= a1/ +... +anfn,

denn die Basisfunktion g; gibt den Wert von f am i-ten Element wieder:
gi(f) = .

Somit kann man ein Element g € Fun*(2) als Linearkombination der Funk-
tionswerte an den Elementen von 2 auffassen.

Mit der Abbildung
v:A — Fun®(2A)

r; = G

kann 2 in Fun*(2) eingebettet werden. Auch hier ist die Bedingung, dass
die Bilder der z; linear unabhéngig sind, erfiillt, da sie injektiv auf die
Basiselemente abgebildet werden.

Bisher wurde gezeigt, in welche Struktur sich die Menge 2l einbetten
lasst. In den folgenden Abschnitten werden einige Basen fiir Fun(2) kon-
struiert. Die Evolutionsgleichung soll mit Hilfe der verschiedenen Basen
ausgedriickt werden und es wird ersichtlich, dass jeder genetische Operator
mit einer anderen Basis am besten beschrieben werden kann.

6.2 Basen von Fun(2)

Es werden drei Basen eingefiihrt, die bei der theoretischen Behandlung
von Genetischen Algorithmen eine Rolle spielen. Dabei handelt es sich um
die Stringbasis, die Bausteinbasis und die Walsh-Basis.

Stringbasis Die Stringbasis ist die kanonische Basis. Sie wurde mit {f;}¥,
bereits hergeleitet und besteht aus den charakteristischen Funktionen der
einelementigen Teilmengen von 2. Zur Abgrenzung von den anderen Basen
wird fiir sie das Symbol Bg vergeben:

Bg = {fz}fL
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6 Basen des Suchraums

Zeitweise wird in dieser Arbeit die charakteristische Funktion zu einem
Element auch mit dem Element selbst indiziert:

Bg = {fﬂcz}f\il

Building block basis, Bausteinbasen Eine Bausteinbasis wird beziiglich
eines Elementes x gebildet. Dazu wird die Menge der Schemen, die x bein-
halten, betrachtet. Diese Menge ist der B,-Trager:

B,-Trager = U s.
sEE
TES
Fiir ein Schema s des B,-Trégers sind seine Ordnung und die Anzahl der
mit x iibereinstimmenden Bits identisch. Das Element x wird auch als
Bezugspunkt bezeichnet.
Als Beispiel fiir den Bezugspunkt 110 ist der B,-Tréger die Menge
{o sk, k% 0, %1k, %10, 1 % %, 1 % 0, 11x, 110}.
Die Bausteinbasis zu z, oder auch B,, wird dann gebildet aus der Menge
der charakteristischen Funktionen, deren Tréger ein z enthaltenes Schema
ist. Der Tréger einer Basisfunktion ist also im B,-Trager enthalten:

B, = |J = U {£+
Seiesmit s€B,—Trager
Die charakteristischen Funktionen werden mit ihren Trégern indiziert. Das
Bezugselement z ist in allen Schemen, die als Indexwerte verwendet wer-
den, enthalten und umgekehrt ist jedes Schema, welches x beinhaltet, als
Indexwert vorhanden.

Da zu jedem z € 2 eine andere Bausteinbasis konstruiert werden kann,
gibt es N verschiedene Bausteinbasen. Die Elemente einer Bausteinbasis
nennt man Bausteine oder Building blocks.

Der B,-Trager kann mit B, identifiziert werden, denn es gibt eine Bi-
jektion zwischen der Potenzmenge des Suchraums 9B(2() und der Menge
der charakteristischen Funktionen iiber 2. Jede Teilmenge B C 2 definiert
eine charakteristische Funktion, ndmlich diejenige, deren Trager mit B
identisch ist. Und umgekehrt représentiert jede charakteristische Funkti-
on eine Teilmenge von 2, und zwar diejenige, die mit dem Tréger identisch
ist. Es besteht also eine Bijektion zwischen der Potenzmenge von 2 und
der Menge der charakteristischen Funktionen iiber 20 und man kann die
beiden Mengen miteinander identifizieren. Damit kann auch B, mit dem
B,-Trager identifiziert werden.

Abbildung 6.2 verdeutlicht den Unterschied zwischen dem Schemenraum
und einer Bausteinbasis. Der Anschaulichkeit halber wird 2( hier wieder in
den R! eingebettet. Man sieht, dass ein k-Schema geometrisch eine (I — k)-
dimensionale Hyperflache des 2 représentiert. Im obigen Beispiel fiir drei
Dimensionen ist ein 3-Schema also ein Punkt des Suchraums, ein 2-Schema
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Schemen B
l=2: 10 1 11 o 11 ® 2_Schemen
— 1-Schemen
*0 o *1 k% *1
0-Schema
00 01 :
0*
| =3: Booo 3
0 ® 3.Schemen
: — 2-Schemen
00| 1-Schema

000

Abbildung 6.2: Geometrische Veranschaulichung von Schemen und Bausteinen

repréasentiert eine Kante des Wiirfels, ein 1-Schema eine Seite und das 0-
Schema *** den gesamten Wiirfel. Jeder Punkt des Suchraums ist also in je
(,i) k-Schemen enthalten, hier also in einem 0-Schema, in drei 1-Schemen,
in drei 2-Schemen und natiirlich in einem 3-Schema.

Nachweis der Basiseigenschaften von B, Die Elemente der Stringbasis,
also die charakteristischen Funktionen der Elemente von 2, sollen als Li-
nearkombination der Elemente von B, dargestellt werden. Damit keine
Verwechslungen zwischen dem Bezugspunkt z und den sonstigen Elemen-
ten von 2 auftreten, wird je nach Notwendigkeit ein Element von 2f auch
mit ¢ bezeichnet. Unter Verwendung der aus der Kombinatorik bekannten
Siebformel findet man:

l—o(s)

fe=fs+ D (=DF > fu Veedl (6.1)
k=1 f .k €Bz

o(sk)=k+o(s)

Dabei ist s = (s1,...,s;) das Schema aus dem B,-Tréger mit der gréfiten
Ordnung, in dem x und ¢ enthalten sind:

o Zj, falls Cj; = Tj .

83_{* sonst J=L.l

wobei nach Konstruktion von s die Ordnung, o(s), die Anzahl der iiber-
einstimmenden Bits von z und c ist. Es gilt fs € B,, da z € s.

Die Summationsbedingung sieht zwar verwirrend aus, bedeutet jedoch
nichts anderes, als dass die Summe iiber all diejenigen Teilschemen s* von
s lauft, die im B,-Tréger enthalten sind und eine um %k hohere Ordnung
als s haben. Damit haben diese Schemen k Bits mehr mit = gemeinsam
und sind an k& Bits mehr von ¢ verschieden als s.
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6 Basen des Suchraums

Es wird von der charakteristischen Funktion in B, ausgegangen, die als
Trager das kleinste Schema hat, in dem z und c liegen: fs. Von dieser
Funktion werden all die charakteristischen Funktionen aus B, abgezogen,
deren Tréager ein Schema ist, welches an genau einem zusétzlichen Bit
mit z statt mit ¢ iibereinstimmt. Danach werden die charakteristischen
Funktionen dazu addiert, deren Tréger mehrfach abgezogen wurden. An-
schlieBend werden wieder die Funktionen subtrahiert, die mehrfach dazu
addiert wurden, und so weiter, bis der Tréger der rechten Seite nur noch
die Menge {c} ist.

Bevor der Beweis von Formel (6.1) geliefert wird, werden zur Veran-
schaulichung zwei Beispiele fiir [ = 3 und [ = 4 betrachtet: Fiir [ = 3 und
den Bezugspunkt x = 000 ist der B,-Tréger gleich

{3 % %, % % 0, %0%, %00, 0 * *, 0 * 0,00%, 000}

und somit ist

B = {fasss fox0, fx0xs [400, fosss fox0, fooxs fooo}-

Die charakteristischen Funktionen fiir die Elemente 001, 011 und 111
konnen dann mit (6.1) folgendermaBien dargestellt werden:

Joor = foox — fooo
Joir = fosx — (foox + foxo) + fooo
firt = fer — (foux + fixo + frox) + (foox + foso + fx00) — fooo-

Abbildung 6.3 veranschaulicht die Summation. Die Tabelle ist folgender-
maflen zu lesen: Die betreffende charakteristische Funktion, die als Line-
arkombination dargestellt werden soll, ist in der ersten Spalte eingetragen.
Die zweite Spalte zeigt den Tréger von fs und die weiteren Spalten bezie-
hen sich auf die alternierende Summe. Die Summanden zu einem k£ sind
untereinander eingetragen. Jedes Bild zeigt den Zwischenwert von f.. Die
Funktionswerte von f. sind farbig kodiert.

Bei dem vierdimensionalen Fall muss die Visualisierung leider entfallen.
Hier ist

Be = {feswrs fex0ss frns0, Fox00, Fr0wss 10505 fx0045 fx000,

Jowssr foux0, fox0ws J0x00, fooss, foox0, fo00x, foooo }
und

fooor = fooox — foooo
foorr = foosx — (fooox + foox0) + foooo
Jorir = forss — (fooss + Jorox + fos0) + (fooox + fooxo + fox00) — foooo

Jii11 = feess — (fooox + fooso 4 fox00 + fxo00)
+(foosx + foxox + fors0 + fr00+ + faxo0 + fr0x0)
—(fooox + fooxo + fox00 + fx000)
+ foooo-
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S k=1 k=2 k=3
100 100
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000"+
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000@"-0" 000®--. 0
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Funktionswerte verschieden von Null sind dargestellt durch:

o« f=1 of=-1 of=-2

Abbildung 6.3: Linearkombination der Elemente von Bggg fiir foo1, fo11, fi11

Nun folgt der Beweis von (6.1).

Satz 6.1 B, ist fir Fun() eine Basis und es gilt:

l—o(s)
fo=fs+ § :(—1)’f § : far Ve e Q.
k=1 fSkEBSC
ssz

o(sk)=k+o(s)

Beweis:

(i) Es soll zunéchst die Formel bewiesen werden. Gilt diese, so ist B,
ein Erzeugendensystem. Zu Beginn wird fiir die rechte Seite der Formel
die Abkiirzung f. eingefiihrt.

Schritt 1: Zu zeigen: f.(c) = 1. Es werden die Triger der charakteristi-
schen Funktionen auf der rechten Seite betrachtet. Es gilt ¢ € s und ¢ ¢ s*,
denn ¢ ist nur in s, nicht in den s*, enthalten, da s nach Konstruktion das
Schema der hochsten Ordnung unter den Elementen des B,-Trigers ist,
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6 Basen des Suchraums

welches noch ¢ enthélt. Daraus folgt fs(¢c) = 1 und fu(c) = 0. Demnach
gilt: f.(c) = 1.

Schritt 2: Zu zeigen: f.(y) = 0 fiir y # c. Es wird folgender Hilfssatz
benétigt.

Hilfssatz 6.2 Jedes s* ist ein Durchschnitt von k s'-Schemen:

k
sh = ﬂ st = k-facher Durchschnitt der s*.
i=1

Beweis: Es gilt s* ¢ ... ¢ s C s! C s. Ein s*-Schema hat eine Ordnung
von o(s) + k, besitzt also k fixierte Bits mehr als s. Die zusatzlich fixierten
Bits werden mit by, ..., b, bezeichnet.

Betrachtet man fiir ein b; das s'-Schema, welches an b; fixiert ist, so sieht
man dass s* in genau k solcher s'-Schemen enthalten ist. Das Schema, s*
ist also ein Durchschnitt von k s'-Schemen, die genau o(s) 4 1 Bit mit s*
gemeinsam haben.

Umgekehrt definiert der Durchschnitt von k& s'-Schemen genau ein s*-
Schema, da der Durchschnitt ein Schema ist, dass zum einen ebenfalls
in s liegt, wie auch die s!'-Schemen, und zum anderen an den by,..., by
zusétzlich zu den fixierten Bits von s fixiert ist. Damit ist die Ordnung
des Durchschnitt-Schemas o(s) + & und es handelt sich tatséchlich um ein
sF-Schema. O

Nun werden die Funktionswerte an den Stellen y # ¢, y € s untersucht.
Wegen der Inklusion y € s folgt:

fely) =1—...

Sei y nun r-mal in den Schemen s' enthalten, so wird in der Summation
fiir k = 1 von fs der Wert r abgezogen:

fo=1—7r+...

Im néchsten Schritt der Summation (k = 2) wird die Ordnung von s um

1 erhoht, das heifit, es werden die charakteristischen Funktionen, deren
Tréager der Schnitt von je zwei Tragern von f, ist, wieder dazu addiert.
Das Element y ist in (5) Schnitten enthalten. Es gibt (}) fe-Funktionen,
die addiert werden, und es folgt:

fczl—r+<;>—...

Danach werden die charakteristischen Funktionen mit Trégern entspre-
chend der 3-er Durchschnitte, das heifit mit Tragern, die den Durchschnitt
von je drei Trégern von f,1 reprisentieren, wieder abgezogen. Das Element

y ist in (3) von diesen Trégern enthalten:

fc=1—7~+<g>—<g>+...
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6.2 Basen von Fun(2l)

Diese Reihe wird bis k& = r fortgesetzt. Dabei iiberschreitet » den Wert
[ — o(s) nicht, da sich die erste Summation nur iiber maximal (l_‘i(s)) =
I — o(s) Schemen erstrecken kann. Es gilt also fiir y € s\ e

= 1= ()= (5) = (00 = ()

_ ZT:(—D’“ (;)

k=0

1. Fall: Ist » ungerade, so folgt aus der geraden Anzahl der Summanden,
da die Summation bei 0 beginnt, der Eigenschaft der Binomialkoeffizienten

T . T
k) \r—k
und der alternierenden Addition, dass

fly)=0 firyes\ec.

2. Fall: Ist r gerade, so ist die Anzahl an Summanden ungerade. Unter
Verwendung einer weiteren Eigenschaft der Binomialkoeffizienten, ndmlich

()-G0)-(3)

kann man berechnen:

(0) =)+ )20+ ()

= (D)) ) (L)
——<<::;>+<::1>>+1

-2 (4)-C5)

fc(y) =0.

Fiir y ¢ s, also Elemente auflerhalb des Tragers von fs, ist der Funktions-
wert generell 0.

Somit wurde bewiesen, dass f. = f. und dass durch (6.1) tatséchlich die
Elemente von Bg dargestellt werden. Die Menge B, ist somit fiir beliebiges
x ein Erzeugendensystem von Fun(2).
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6 Basen des Suchraums

(i) Es bleibt zu zeigen, dass B, ein minimales Erzeugendensystem ist.
Dies ist schnell getan, denn bekanntlich haben die Basen eines Vektorrau-
mes alle die gleiche Léange, das heifit die gleiche Anzahl an Basiselementen.
Die Lange von B, stimmt mit der von Bg iiberein. Beide haben N Ele-
mente. Die Menge B, ist also tatséchlich eine Basis und zwar unabhéngig
von der Wahl von z. O

Walsh-Basis Eine weitere Basis des Fun(2l) ist die Walsh-Basis Byy. Auf
diese wird an spéterer Stelle ndher eingegangen (Abschnitt 6.3). Der in-
teressierte Leser ist zudem auf [Wri99] verwiesen.

6.3 Basiswechsel

Der Satz (6.1) beschreibt letztendlich die Transformation von den Elemen-
ten einer Bausteinbasis auf die Elemente der Stringbasis. Diese Beschrei-
bung ist zwar anschaulich, aber umsténdlich. Jetzt soll die komponen-
tenweise Transformation durch die Vektortransformation ersetzt werden.
Es sollen Ubergangsmatrizen fiir die Ubergénge von Stringbasis zu einer
Bausteinbasis, zur Walsh-Basis und zwischen zwei verschiedenen Baustein-
basen konstruiert werden. Hat man erst einmal die Ubergangsmatrizen
gefunden, so kann man leicht die Dualbasen fiir Fun*(2) berechnen.

Notationsvereinbarung Fiir den Beweis der Transformationsregel ist es
hilfreich, folgende Notation einzufiihren. Der Baustein xb; mit « € {0, 1, x}
bezeichnet denjenigen Baustein, der durch Anfiigen von x vor dem Bau-
stein b; erzeugt wird. Ist b; ein Baustein der Lénge [, so hat zb; die Lénge
[+1.

Analog wird mit den Zeichenketten verfahren. Die Zeichenkette zc; mit
x € {0,1} wird durch Anfiigen von z an die Zeichenkette ¢; erzeugt.

Auf diese Weise kann schnell eine Basis hoherer Dimension gebildet
werden. Soll zum Beispiel ausgehend von der Bausteinbasis B,, ., die Basis
Byz, 2, mit y € {0, 1} konstruiert werden, bzw. aus der Stringbasis von I = 2
die Stringbasis zu [ = 3, so kann man von den geordneten Vektoren der
Basiselemente

T

UB = (f**7f*x27fa:1*7far1ar2) und
T

US = (fi‘li‘27fill‘gmfmligmfxlmg)

die neuen Vektoren bilden, indem man zuerst * bzw. § = 1 — y an die
Indexwerte anfiigt und dann y. Also erhilt man

/
T
UB = (f***, f**rw f*xl*? f*:v1:132, fy**a fy*l“za fym*a fym1:v2)

T
Vg = (f§i1i27f3750‘11‘27f§$1i27fﬂxll‘zafyfli‘27fyi‘ll‘27fyx1i27fy$1x2)-
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Der Vektor, der aus allen f.,, j =1,..., N besteht, wird mit fus bezeichnet
und man setzt analog:

Fao = (Fabrseo o faby)
fo = (Fgprr-- s Fpn)T Vo, € By
foe = (Fgers-s fgen)T

foe = (Fyersros fuen)t  Vfe € Bs.

Auch die Elemente von 2( kénnen analog fiir die Dimension [+ 1 gebildet
werden:

T

A= {ngym} - {gxh'-'7ngayx17"'7ny}-

Die geordnete Menge yx symbolisiert dann alle diejenigen Elemente des
Suchraumes der Dimension [ + 1, die am ersten Bit ein § besitzen, die
Menge yxr dementsprechend die Elemente mit y an der ersten Stelle.

Der Vorteil dieser Notation ist nicht nur die vereinfachte Dimensions-
erh6hung, sondern auch die Beibehaltung der speziellen Anordnung, die
im néchsten Paragraphen vorgestellt wird.

Anordnungsvorschrift der Basenelemente Die Herleitung der Ubergangs-
matrizen fiir die Dimension [ aus denjenigen fiir [—1 wird vereinfacht, wenn
die Tensormultiplikation verwendet wird. Diese kann aber nur angewen-
det werden, wenn die Basenelemente auf der linken und der rechten Seite
eine bestimmte Ordnung besitzen. Es wird sich auf folgende Anordnung
geeinigt: Die letzte Vektorkomponente stimmt iiberein, z. B. 000 in der
Bausteinbasis und 000 in der Stringbasis, und von dem letztem Element
ausgehend wird zuerst das letzte Bit variiert, also 00* in der Bausteinbasis
und 001 in der Stringbasis, dann das zweitletzte (0*0 und 010), dann die
beiden letzten (0** und 011), dann das drittletzte (*00 und 100). Dabei
dndern sich die hinteren Bits im Folgenden in genau der gleichen Reihen-
folge wie zuvor. Die Variation wird bis zum ersten Bit fortgesetzt.

Mit dieser Ordnung gibt es nun auch N verschieden geordnete String-
basen. Zu jedem Bezugselement gibt es genau eine. Wird im Folgenden ei-
ne bestimmte geordnete Stringbasis benotigt, gibt das Bezugselement die
Ordnung der Stringbasenelemente an. Es wird angenommen, dass auch die
Elemente des Suchraums beziiglich des Bezugspunktes angeordnet sind.

Mit dem Bezugselement x = x5 ...z; sieht der Vektor der Elemente von
B, dann formell so aus:

f:Bl...:Bl,Q * ok
fxl---xl—Q * T
f:Bl e Xp_1 X

f:Bl e X112
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6 Basen des Suchraums

und der Vektor der Stringbasiselemente:

fa

fm---xz—ﬂz—lfl

f:Bl L] 2T 12Xy

S
fa

Als Beispiel wird die Bausteinbasis und Stringbasis mit [ = 3 fiir das Be-
zugselement 000 betrachtet. Dann sind die Basiselemente folgendermafien

angeordnet;:
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j;**
j;*O
j;O*
fx00
jb**
Joxo
jbO*

fooo

Die Anordnungsvorschrift ist nicht nur fiir die Tensormultiplikation es-
sentiell. Wegen der Isomorphie zwischen Fun(2) und RY kénnen die Vek-
toren der Basiselemente als Matrizen M} fiir die Bausteinbasis und M}
fiir die Stringbasis geschrieben werden:

111

110

101

100

011

010

001

000

- T—17

- T—1®

und

1 110 101

1 1 1

1 0

1

111 110 101

1

1

1

fin
f110
f1o1
f100
fou1
Jo1o
foo1

fooo

—_ =

100

011

_ o O O

011

010

_ 0 O =

010

001

_ O = O = O =

001

o
o
o
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6.3 Basiswechsel

Die Komponenten von M3 und M2, die weggelassen wurden sind 0. Die
Spalten korrespondieren zu den Elementen von 2 und die Zeilen zu den
Basiselementen, sie sind daher klein an jede Spalte und Zeile geschrie-
ben. Das heifit konkret, dass ein Matrixelement (ML);; oder (Mk);; den
Funktionswert des j-Elementes des Suchraums an der i-ten Basisfunktion
wiedergibt:

(Mp)ij = fo(xj)  und  (M)y; = fu,(a7).
Wegen der Isomorphie zwischen Fun(2) und dem RY kann man schreiben:
Yog) =My  und  p(vs) = M,

wobei psi auf die Komponenten von v und vg angewendet wird.

Wird das Bezugselement von x zu x,., gewechselt und die neuen Ba-
siselemente in B, _, sowie in Bg nach der Anordnungsvorschrift geordnet,
so bleiben die Matrizen in dieser einfachen Form bestehen. Die Anord-
nungsvorschrift ist also notwendig, damit generelle Ubergangsmatrizen fiir
den Basiswechsel angegeben werden kénnen, die unabhéngig vom Bezugs-
element sind.

In (6.2) ist folgende GesetzmafBigkeit zu erkennen:

1 1 ®l 10 ®l
Mé:(o 1> und Mé:(o 1) =B =F®...0F

[—mal

(6.3)

Die Matrix FEs bezeichnet die 2x2-Einheitsmatrix. Die Tensormultiplika-
tion ® ist gegeben durch

ar ay bxr by
aB bB \ | az aw bz bw Wenn
cB dB ) | ex cy dx dy |’

cz cw dz dw
A:<Qb>und3:<xy>.
c d z W

Es wird nun (6.3) bewiesen.

nen = (

Hilfssatz 6.3 Die Matrizen der Basenelemente der Stringbasis MlS und ei-
ner Bausteinbasis M]lg zu beliebigen Bezugspunkt erfiillen folgende Gleichungen,
wenn die Basiselemente beztiglich des Bezugspunktes angeordnet werden:

®l Rl
M}g:<(1) 1) und Mé:(é ?) = E5"
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6 Basen des Suchraums

Beweis: Begonnen wird mit der Stringbasis. Die i-te Basisfunktion von
Bg ist genau dann 1, wenn das Argument das i-te Element von 2 ist.
Ist also 2 sowie Bg beziiglich desselben Bezugselement geordnet, ist Mg
notwendigerweise die Einheitsmatrix der Dimension N. Diese Matrix kann
auch als Tensorprodukt dargestellt werden:

ML = Ex = ES".

Nun wird die Matrix M4 betrachtet. Die GesetzmiBigkeit wird induktiv
bewiesen. Der Induktionsanfang fiir / = 1 ist mit

LN (11

fo) \0 1
beispielhaft fiir den Bezugspunkt x = 0 schon getan. Das Matrixelement
(M});; ist genau dann 1, wenn z; € 2 im i-ten Schema b; des B,-Trigers

enthalten ist, der ebenfalls nach dem Anordnungssystem geordnet ist.
Die Induktionsvoraussetzung ist

(11 ®1
B= o 1)~
Im Induktionsschritt I — [ + 1 wird B,, betrachtet. Dabei ist y € {0,1}.

Nach der Konvention tiber die Konstruktion einer Basis der nachsthoheren
Dimension erhdlt man den neuen Vektor der Basenelemente von By,:

fa ) _ ( A B >

Fub cC D)’
wobei die Matrizen A, B, C und D vom Typ N x N sind. Es sind fi,
und fyb Vektoren der Lange N, die nach dem speziellem Ordnungssystem
geordnet sind.

Damit ist C' = 0, da keines von den Elementen von gz in den Schemen
yb enthalten ist, denn im ersten Bit sind sie verschieden. Es gilt D = ML,
denn ein Element yz; ist genau dann in einem Schema yb; enthalten, wenn
z; in b; enthalten war. Mit demselben Argument ist A = ML und B = ML.
Daher gilt tatséchlich:

1 1
= (4 1)t

Transformationen zwischen Stringbasis und Bausteinbasis Begonnen wird
mit dem einfachsten Fall: [ = 1.

Die Transformationsmatrix A, die die Koordinatentransformation von
der Stringbasis auf die Bausteinbasis By bezeichnen soll, muss die folgende
Gleichung erfiillen
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Je f 11 10
(5)=2(5) v ()= 1)
Es gilt also:
11
AZ(O 1>'

Dabei ist A;; nur dann gleich 1, wenn der Trager des j-ten Elements der
Stringbasis im Triger des i-ten Elements der Bausteinbasis liegt:

A — 1 ijbi
Y71 0 sonst

Die Inverse ist

(1 -1
(4 )

Fiir die Transformation von der Bausteinbasis auf die Stringbasis hat man

also:
<f1>:<1 _1><f*>:<f*_f0>
fo 0 1 fo fo
Dies steht im Einklang mit Satz (6.1).
Betrachtet wird nun der zweidimensionale Fall:

S 1 1 11 fi1 fi1
fx0 0101 f1o f10
fox 0011 fo1 ( ) Jo1
foo 0001 foo foo
Die Inverse zu A®? ist dann

1 -1 -1 1

on-1_ | 0 1 0 -1 | /,_1\®2
AWF) =1 o 1 1 |=@7)
0 0 1

Dies fiihrt zu folgendem Satz.
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Satz 6.4 Die Ubergangsmatriz von der Stringbasis auf eine beliebige Baustein-
basis bei entsprechender Anordnung und einer Zeichenkettenlinge von | ist A®!

mit
1 1
(o 1)

bzw. von einer Bausteinbasis auf die Stringbasis

(A®l>_1 — AHE it A1:<(1) f)

Beweis: Es bezeichne A! die Ubergangsmatrix von der Stringbasis auf die
Bausteinbasis zur Stringlédnge [. Daraus folgt sogleich:

Mp = A'M;

= AEY

= A = ML
1 1 ®l
(o)

= A%

Es folgt die umgekehrte Richtung: Die Transformation von der Bau-
steinbasis auf die Stringbasis. Es wird also die Inverse zu A®! gesucht. Es
gilt allgemein:

(A B) ' =Aa"1e B!

Daraus folgt sofort

(A®l>71 — (AH® it A‘1:<(1) ‘})

Transformationen zwischen verschiedenen Bausteinbasen Wie bereits er-
wahnt wurde, ist die Bausteinbasis keineswegs eindeutig. Es gibt N ver-
schiedene Bausteinbasen, ndmlich zu jedem Suchraumelement genau eine.
Die Transformation von einer Bausteinbasis auf eine andere soll formali-
siert werden. Dazu wird wieder mit dem eindimensionalen Fall begonnen.
Die Ubergangsmatrix fiir [ = 1 wird mit A} bezeichnet:

f* ! f* 11 B 1 1
() 2 wli) e (r) = w(h)

= A = < i _? > und (Aé)f1 = A},
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Fiir [ = 2 findet man, vorausgesetzt man verwendet das bereits erwahnte
Ordnungverfahren:

B11 — Boo
f** f**
[0 ! 1| fa
fO* = AOO fl*
Joo fu
1 0 0 O Joex
R S I N
= 1 0 -1 0 .
1 -1 -1 1 i

= Ago = Ao ® g = (Ag)*.

Bi1 — Bio
f** f**
[0 ! 10| fa
A
fl* = u fl*
fio fi
1 0 0 0 S
B 1 =10 0 fa
o 0 0 1 0 fix
0 0 1 -1 3
— A =E, @A}
Bi1 — B
f** f**
fx ! o1 | fs
A
fO* = u fl*
fo fiu
1 0 0 0 S
o1 o0 o] fa
= 10 -1 0 .
01 0 —1 3

— A=Al o B

Allgemein gilt:

Satz 6.5 Mit dem speziellen Ordnungsverfahren sieht die Ubergangsmatriz

Yy1y2---yi
r1x2...2]
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von einer Bausteinbasis By, z,. .z, oauf eine andere Bausteinbasis By, y,. ., wie
folgt aus:

AR = M RA®... 0N mit
Al €T 7& Ui .
A = 0 » ¢ i=1,...,L
! { E2 y Ti = Yi

Beweis: Dieser Beweis wird induktiv gefiihrt. Der Induktionsanfang wur-
de bereits gezeigt. Die Behauptung im obigen Satz wird als Induktions-
vorraussetzung angenommen und die Transformation von B, auf B., be-
trachtet. Bei der Transfomation By., auf B,., im Induktionsschritt kann
man schreiben:

Lo | e (o :(AB> Lo it 0,1
<fa:b’ > — yc1 < fyb> C D fyb mi x,ye{ ) }

Es gilt also:
f}b’ = Af:*b +B fjg:/b
Jow = Cfaw+ Dfyp

1. Fall x = y: Das erste Bit kann also vernachléssigt werden und damit
gilt Folgendes:

far = A2fy
foy = AZfu, (6.4)

also kann gesetzt werden:
A=A2 | B=0
C=0 , D=AZ

Es ist
A2 =E® A2

xcy

2. Fall # # y, also y = #: Auch hier gilt die erste Formel von (6.4) und
man kann setzen:

A=A2 | B=0.
Dann gilt wegen f, = f. — fz:
fov = fao—fa
und es folgt
for = A& (f — fa)
A2 oy — A2 fy.
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Somit ist

C=A% | D=-A%

€17

und man erhalt

Az = A ® A

Eine Abbildung ist durch die Bilder der Basiselemente eindeutig be-
stimmt. Deshalb ist Ajc? die einzige Matrix, die die Transformation von
By, auf By, beschreibt. O

Transformation von Stringbasis auf die Walsh-Basis Nachdem nun die
Transformationen von Stringbasis auf Bausteinsbasis und zuriick sowie die
Transformationen verschiedener Bausteinbasen elegant formuliert wurden,
bleibt nun noch die Transformation von der Stringbasis auf die Walsh-
Basis.

Voraussetzung fiir eine einfache Transformationsmatrix ist die Anord-
nung der Basisfunktionen und der Elemente des Suchraums beziiglich
11...1, also demjenigen Element, welches nur aus Einsen besteht. Ei-
ne Komponente der Transformationsmatrix Al von der Stringbasis zur
Walsh-Basis fiir die Zeichenkettenldnge [ ist folgendermaflen bestimmt
[Tou04]:

Aivj = (AlVV)Ciycj = (_1)|cmc]~| Ci, Cj € 2L

Dabei ist |¢; Acj| die Anzahl an Einsen, an denen ¢; und ¢; {ibereinstimmen.
Fiir [ = 2 ist A%, zum Beispiel

00 01 10 11
” 1 1 1 1 Lo\
A = (:) 1 -1 1 -1 | = < . _1> = (Ady)®2

1 1 -1 -1
1 -1 -1 1

Dies fiihrt zu folgenden Satz.

Satz 6.6 Die Transformationsmatrix A{,V von der Stringbasis auf die Walsh-
Basis zur Zeichenkettenlinge | erfillt folgende Gleichung:

. 11
ALy = (Aw)®" mit AW:<1 _1>.

Fiir die Transformation in umgekehrter Richtung gilt:

1
(AR~ = AW
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Beweis: Es bietet sich ein Induktionsbeweis an. Der Anfang wurde bereits
gezeigt. Es wird angenommen, dass

Aly = A%

Eine Komponente von Alv[tl wird mit Az, 4c; bezeichnet. Dabei kénnen x

und y die Werte 0 oder 1 annehmen. Die i bzw. j laufen von 1 bis 2! und
ci und ¢; bezeichnen die 2! verschiedenen Elemente des Suchraums zur
Zeichenkettenlénge [. Das Element zc; gehort dann zu dem Element, das
durch Anfiigen von z an das i-te Element der Dimension [ erzeugt wird.
Fiir den Ubergang von [ =1 zu [ = 2 gilt also

=141

A={0,1} A ={00,01,10,11} i=1,2.
N N~

Oc; lc;

Somit kénnen die Komponenten von ALF! in vier Klassen aufgeteilt wer-
den:

.o 1
)\Oci,Oij )‘Oci,lcja Alci,Och Alci,lcj h,j=1,...,2"
Diese Notation erleichtert die Formulierung, nun kann man schreiben:
)\Oci,OcJ- = )\ci,cj-7

da sich die Anzahl der iibereinstimmenden Einsen beim Ubergang von I
zu | + 1 nicht &ndert. Mit demselben Argument folgt:

Aocile; = Aeie;  Und g 0e; = Ay e
Fir Ay, 1¢; gilt:

AMesle; = —Acie
da sich die Anzahl der iibereinstimmenden 1-Bits um Eins erhoht:
_ (_1)|1Ci/\10]‘| — (_1)1+\ci/\cj\ Y

Alci,lt:j — Ci,Cj*

Fiir die Transformationsmatrix folgt dann:

1 1
Ayt = ( 1 -1 > ® Ay = AR .

Die Inverse zu AleVrl ist

I+1)\— _
AR = @aghE
L e+
= QI?AW 5 da
1
Ayt = ZAw.
w 9 w
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6.4 Die Basen des Dualraums Fun*(2l)

Mit den in Abschnitt 6.3 hergeleiteten Ubergangsmatrizen ist es nun sehr
einfach, die Dualbasen zu berechnen, denn sind B; und B, zwei Basen und
B und B® die dazu dualen Basen, dann gilt mit der Ubergangsmatrix A%
von Basis B, auf B; fiir die Basiselemente e; € B; und e, € B,

e; = Aje,
auch

7 a a\—1

e =e"(AY)7,

wenn e € B* und e® € B®.

Vertex-Basis Betrachtet wird die duale Basis von Bg. Auf Grund der
Einbettung von 2 in den Dualraum Fun*() wird sie in [CS] die Vertex-
Basis genannt, da die duale Basisfunktion g; € Fun*(2) den Funktionswert
von f € Fun(2) an dem i-ten Element wiedergibt (siehe Abschnitt 6.1).

Die Basis wird mit By bezeichnet und ihre Elemente mit g,,, wobei z;
ein Element aus 2 ist:

9z, (f) = f(a;) Ve, €A, i=1,...,N.

Taylor-Basis In [CS] wird gezeigt, dass die Taylor-Basis By die duale Ba-
sis zur Bausteinbasis ist. Es bezeichne gr den Vektor der Basisfunktionen
von Br und gy den der Basisfunktionen von By . Es gilt:

Walsh-Basis Die duale Basis zur Walsh-Basis bringt wenig Neues, denn

-1 1
(AGH ™ == ARL

6.5 Transformation der Wahrscheinlichkeitsvektoren

Die Evolutionsgleichungen werden mit Hilfe der Wahrscheinlichkeiten von
Elementen des Suchraums ausgedriickt.

Es besteht ein Isomorphismus zwischen der Menge der charakteristi-
schen Funktionen iiber 2, im Folgenden C'F(2) genannt, und dem Wahr-
scheinlichkeitsraum iiber 2(. Wenn man sich also auf diejenigen Teilmengen
von A beschriankt, die als Trager der Basisfunktionen dienen, so trans-
formieren sich die Wahrscheinlichkeitsvektoren beim Basiswechsel auf die
gleiche Art wie die Vektoren der Basisfunktionen. Denn die Basisfunkti-
onen sind ausschlieBlich charakteristische Funktionen.
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Betrachtet wird die Isomorphie zwischen C'F(2() und dem Wahrschein-
lichkeitsraum (2,B(A), P). Der Raum der charakteristischen Funktionen
wird mit der Addition & ausgestattet:

fa® fp:= faup = fa+ fp— fans VA, BC
Der Wahrscheinlichkeitsraum erhélt folgende Addition @:

P(A)® P(B):=P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB) VA, B C Q.
Dann gibt es eine Isomorphie ~:

fy:(CF(Ql),69> . <(Ql,£]3(2l),P),®)
fa — P(A)

Bei v handelt es sich um einen Homomorphismus, denn

y(fa® fB) = ~v(faus)
= P(AUB)
_ P(4) o P(B).

Der Homomorphismus ~ ist bijektiv, da jede Teilmenge von 2 genau eine
charakteristische Funktion und genau eine Wahrscheinlichkeit definiert.

Betrachtet man nun statt der charakteristischen Funktionen, die als Ba-
sisfunktionen dienen, die Wahrscheinlichkeiten, die mit ihren Tragern as-
soziiert sind, dann transformieren sich die Vektoren der Wahrscheinlich-
keiten genauso wie die Basisfunktionen. Fiir den Vektor P, dessen i-te
Komponente die Wahrscheinlichkeit des Auftretens des i-ten Elementes
von 2 in der Population angibt, gilt also:

Pz = A®PpP
Py = AQP.

Der Vektor Pg bzw. Py ist der Populationsvektor beziiglich der Baustein-
basis bzw. der Walsh-Basis. So bedeutet die i-te Komponente von Pg die
Wahrscheinlichkeit, dass der i-te Baustein in der Population vertreten ist.
Diese ergibt sich aus der Summe der Wahrscheinlichkeiten der Elemente,
die im i-ten Baustein liegen.

6.6 Tensorschreibweise der genetischen Operatoren
Die Wirkung der genetischen Operatoren kann auch mit Hilfe von Ma-

trizen beschrieben werden. Damit werden die Basiswechsel erleichtert. Es
interessiert, wie sich diese Matrizen bei einem Basiswechsel verhalten.
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Selektion Begonnen wird mit der Selektion. In Matrizenschreibweise kann
sie folgendermafen beschrieben werden [CS]:

P =FP.

Dabei ist P der N-dimensionale Populationsvektor, der die relativen Héufig-
keiten der einzelnen Elemente in der Population beinhaltet. Das heifit, die
i-te Komponente von P gibt die relative Haufigkeit des i-ten Elementes
von 2 an:

P(x1)

P= : Y Pla) =Y Plx) =1,

P(IEN) T, €A x; EP

wobei jetzt der Einfachheit halber auf den Zeitindex ¢ verzichtet wird. Der
Vektor P’ besteht aus den relativen Haufigkeiten der Elemente nach der
Selektion.

Die Matrix F ist eine diagonale Fitnessmatrix. Die Komponente f;; ist
der relative Fitnesswert des i-ten Elementes multipliziert mit der Popula-
tionsgrofle.

In Abschnitt 6.5 wurde gezeigt, dass sich die Wahrscheinlichkeitsvekto-
ren wie die Basenvektoren transformieren. Bei einem Basiswechsel auf eine
andere Basis B4 durch die Ubergangsmatrix A4 folgt fiir die Fitnessmatrix
F4 beziiglich der Basis B4 aus:

PA:AAP,:AA(FP) und PA:FAPA:FA(AAP),
dass

Fy=AsFAL (6.5)
Auf Grund dieses Transformationsverhaltens ist F' ein Tensor vom Typ
(1,1) [CS].
Mutation Als Néchstes wird die Mutation betrachtet. Fiir I = 1 beziiglich
der Stringbasis ist dann [CS]

P, = M;P

mit P, als Vektor mit den relativen Haufigkeiten der Elemente nach der
Mutation. Fiir [ =1 ist

M1:<1_pm DPm >7
Pm 1—pm

wenn p,, die Mutationswahrscheinlichkeit eines Bits ist. Die Bedeutung der
Komponente (M;);; ist Folgende. Mit (M;);; wird die Wahrscheinlichkeit
angegeben, mit der das j-te Element in das i-te Element von 21 mutiert
wird. Bei einer Stringlédnge von [ gilt also

H

d:t _gH
(M)ij = pn? (1 — pp)t =%
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mit dg als Hamming-Distanz zwischen dem i-ten und dem j-ten Element.
Fiir I = 2 und nach Konvention geordnetes 2 ist M also

11 10 01 00
11
. (1=pm)?* (L —pm) pm(l—pm) P
My = | pm(l—pm) (1- pm)? P Pm(1 = pm)
pm(l—pm) D2, (1=pm)*  pm(l—pm)
00 2 2 1 1— 2
P, D Pm(l—pm) (1 —pm)

= M; ® M,

wobei zur Erleichterung die entsprechenden Elemente von 2 klein an Zeilen
und Spalten notiert wurden. Der Suchraum wurde beziiglich 00 geordnet.
Die Gleichung fiihrt zu folgenden Satz.

Hilfssatz 6.7 Fir die Matriz, die die Wirkung der Mutation beziiglich der
Stringbasis beschreibt, gilt [CS]

M; = (M;)®!. (6.6)

Beweis: Zunichst wird die Formel beziiglich der Stringbasis bewiesen.
Es bietet sich ein Induktionsbeweis an. Der Anfang wurde oben bereits
getan, Induktionsvoraussetzung ist (6.6). Betrachtet wird nun der Induk-
tionsschritt von | — [ + 1:

Pn = My P
mel'c C D P$C

Die Matrizen sind vom Typ N x N, die Vektoren bestehen nach Notati-

onsvereinbarung aus:

N T
P;. P(zey), (ch)> c €A

= (m
P,. = (P xey), (ch)>T
(Pm Zey), (ch)>T
Prze = (P(mcl), e ,P(ch)>T.

Man erhélt also folgende Gleichungen:

—

Pmi:c

= Aﬁfc+Bﬁxc
Pmmc = Cpfc+Dch

Ein Element zc; mutiert in ein Element Z¢; mit einer Wahrscheinlichkeit
von (1 — py,)(M;)ij, da das erste Bit gleich ist und ¢; in ¢; mit der Wahr-
scheinlichkeit (1;);; mutiert wird. Das Element zc¢; mutiert in z¢; mit einer
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6.6 Tensorschreibweise der genetischen Operatoren

Wabhrscheinlichkeit von p,,(M;);;, da sie sich im ersten Bit unterscheiden.
Also gilt:

P:{na’:c — < (1 - pm)Ml pli > J?:J’:c
Prize Pm M, (1 - pm)Ml Prpe
=P, = (M)®FP.

a

Bei einem Basiswechsel auf die Basis B4 folgt analog der Argumentation
fiir die Selektion:

(Mp)a = AaMA L (6.7)

Also ist damit auch M; ein Tensor vom Typ (1,1).

Die Matrix, die die Wirkung der Mutation beschreibt, erfiillt (6.6) un-
abhéngig davon, beziiglich welcher Basis M; gegeben ist. Fiir diese Basis-
unabhéngigkeit wird gezeigt, dass die Tensormultipliktion mit der Matri-
zenmultiplikation vertraglich ist:

(A® B)(C® D) = (AC) ® (BD).

Diese GesetzméfBigkeit ist fiir 2x2-Matrizen {ibersichtlicher zu zeigen.
Sie iibertragt sich aber ohne Umstédnde auf N x N-Matrizen:

. auB algB 611D 612D
(A®B)(C®D> - < ang aggB > ( 021D CQQD )
_ < (a11¢11 + a12¢21)BD  (a11¢12 + a12¢22) BD >
(a21¢11 + azec21)BD  (agic12 + azacee) BD

= <<AC)HBD (AC)12BD>
(AC)QlBD (AC)QQBD

— (AC)® (BD).

Bezeichnet A4 die Ubergangsmatrix von der Stringbasis zu einer anderen
Basis B4 und (M;) 4 die Mutationsmatrix beziiglich B4, so gilt wegen oben
also:

(M)a = (M) MPH AL
= (AaMAH®

Damit ist (6.6) also fiir alle Basen giiltig.

Rekombination Nun folgt die Rekombination. Der Ausdruck, der die Wir-
kung der Rekombination in der Stringbasis beschreibt, ist

PoI) = (1= p) P'(I) +pe Y Y p(M)A® (M) P'(J)P'(K) (6.8)
M JK

und gibt die Wahrscheinlichkeit an, mit der die Zeichenkette I nach der
Rekombination vorhanden ist. Der erste Term von (6.8) beschreibt die
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Wahrscheinlichkeit, mit der I nicht gekreuzt wird, der Ausdruck P’(I) ist
der Anteil von I in der Population nach der Selektion. Der zweite Term gibt
die Wahrscheinlichkeit an, mit der I nach dem tatséchlichen Stattfinden
der Rekombination von je zwei Eltern J und K vorhanden ist. Die erste
Summe lduft iiber alle moglichen Rekombinationsmasken M, die zweite
Summe {iber alle Elternkombinationen.

Der Faktor A7 (M) ist genau dann Eins, wenn aus der Kreuzung von J
und K bei Verwendung der Maske M die Zeichenkette I als erster Nach-
komme hervorgeht. Dabei bedeutet eine 0 an der i-ten Stelle der Maske die
Ubernahme des i-ten Allels des ersten Partners, eine 1 die Vererbung durch
den zweiten Partner. Fiir zwei komplementiare Masken M = mimsy...my
und M = myms...m; mit m; = 1 —m; gilt dann also

A7 (M) = AT (M),

da sich die Rollen der Eltern vertauschen.

Beim Basiswechsel auf eine Basis B4 ist nur der zweite Term von (6.8)
interessant. Fiir ein Element I’ beziiglich der Basis B4 und fester Maske
M hat man

Pal) = Y (A (MK P'O) PI(K))
1,J,K
LY QR PAI) PAKY)
JK'
= WP (AT (AR P'(J) P(K)
J K’ JK
= QP = (b ME AT AR

Somit ist A ein Tensor der Stufe (2,1) [CS]. Dabei wurde der Ubersicht-
lichkeit halber das Argument M von X und )4 weggelassen.

6.7 Die Wirkung der genetischen Operatoren beziiglich
der verschieden Basen

Im Folgenden werden die genetischen Operatoren beziiglich der eingefiihr-
ten Basen untersucht. Die Basen beschreiben die Wirkung der genetischen
Operatoren verschieden gut. So eignet sich zum Beispiel die Stringbasis
fiir die Selektion am besten, die Bausteinbasis fiir die Rekombination und
die Walsh-Basis fiir die Mutation [CS].

Selektion Betrachtet man die Selektion in der Bausteinbasis, das heifit
Pj, = FyPp,
so weil man wegen (6.5), dass

Fg = AFA L
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Schon im eindimensionalen Fall ist Fiz nicht mehr diagonal:
11 f1 0 1 -1
e (o) (0 2) 0 )
= (o) (5 %)
01 0 f
_ < i f2—f )
a 0 f '

Dies ist leicht zu erkldren. In der Stringbasis steht ein Basiselement
fiir genau ein Individuum, wihrend in der Bausteinbasis ein Basiselement
mehrere Individuuen vereinen kann. Daher kann Fp nicht diagonal sein.

Laut [CS] kann die Matrix Fp immer in Fp = Fp + A zerlegt werden,
wobei AP = 0 gilt und Fj eine Diagonalmatrix ist. Damit kann die Se-
lektion auch beziiglich einer Bausteinbasis nach der Zerlegung in Fj und
A durch eine Diagonalmatrix beschrieben werden.

Die Matrix Fy, die die Selektion in der Walsh-Basis beschreibt ist sehr
kompliziert, so hangt zum Beispiel die Anzahl der von 0 verschiedenen
Elemente von dem Grad der Epistasis der Landschaft ab [CS]. Die Epi-
stasis ist die Interaktion zweier Gene bei der Ausprégung des Phénotyps.
Mathematisch beschreibt die Epistasis damit die Korrelationen zwischen
den verschiedenen Bits.

Fiir die Selektion eignet sich also die Beschreibung in der Stringbasis

am besten, da die Matrix, die die Wirkung der Selektion beschreibt, dann
die einfachste Gestalt besitzt.

Mutation Fiir die die Baustein- und Walsh-Basis gelten wegen (6.7):

Mp = AMZA_l

B <1 0 >
p 1—2py,

My = AwMAw

(10
N 0 1—2p, /)

Die Einfachheit von My, iibertrdagt sich auch ins I-dimensionale, denn
es gilt fiir den I-dimensional Fall nach dem Hilfsatz 6.7

und

M; = M®

unabhéngig von der Basis.

Auch die Bausteinbasis eignet sich mit dieser einfachen Matrixstruktur
fiir die Beschreibung des Mutationseffektes, die Walsh-Basis mit der noch
einfacheren Diagonalstruktur jedoch noch mehr.
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Rekombination Bei der Rekombination wird der (2,1)-Tensor A betrach-
tet. Fiir den zweidimensionalen Fall sind zum Beispiel:

1.Elter:| 2.Elter: 00 01 10 11

00 0 0 0 O
A1(00) = (1) = o1 0000 und
10 00 0 O
00 1 1 1 1
0 0 0 O
7 B 000 0
01 01

Die Elemente des Suchraumes korrespondieren zu bestimmten Zeilen und
Spalten und werden daher wieder klein an die Matrix notiert. Dabei kor-
respondiert das erste Elter zu den Zeilen, das zweite Elter zu den Spalten.
Das Matrixelement (>\11(00))ij ist demnach genau dann 1, wenn sich aus
dem ersten Elter z; und dem zweiten Elter z; mit der Maske 00 das Ele-
ment 11 rekombinieren lésst.

Die Reihenfolge der Elemente richtet sich wieder nach der vereinbarten
Anordnung. Dabei ist das Bezugselement in diesem Beispiel 11.

Zur Vereinfachung kann das Mittel iiber alle Masken gebildet werden:

dabei ist p(M) die Wahrscheinlichkeit, mit der Maske M verwendet wird.
Man erhélt, wenn alle Masken gleichwahrscheinlich sind:

42 21 0001
g L[ 2010 Ay L| o0
4l 2100 41010 2
100 0 12 2 4
020 1 0021
VRN I Mg L[ 00 o
110100 11214 2
120 0 1020

Beziiglich der Bausteinbasis sieht AP folgendermaBien aus:

4 0 0 0 000 1
oLl 0000 wp_Llloo 1o
W=41 0000 =41 0100

00 00 1000

020 0 00 20
oLl 2z000 B _Lll 0000
=41 0000 =41 2000

00 00 0000
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Allgemein kann man die Rekombination mit einem Tensorprodukt fiir
beliebige Dimension [ beschreiben. Fiir eine beliebige Zeichenkette I =
zy ... gilt bezliglich der Stringbasis [CS]:

)\I - )\1‘11‘2...$l == )\$1 ® )\J;Q ® CEEIEY ® A$l mlt

1/2 1 1/0 1
A0‘5(1 0> A1‘5(1 2)’

bzw. in der Bausteinbasis:

Mty = M @A ®... @A) mit

B (10 p_1(01
A*‘(00) Ar=gl1 0 )

Man erkennt, dass die Struktur von AP einfacher ist als A;. Daher eignet
sich zur Beschreibung der Rekombination die Bausteinbasis mehr als die
Stringbasis.

Die Darstellung der Rekombination in der Walsh-Basis ist kompliziert.
Diese findet man in [Wri99).

6.8 Zusammenhang zwischen Bausteinbasis und
Renormierungsgruppe

Nachdem nun mehrere Basen betrachtet wurden und sie beziiglich ihrer
Eignung fiir die Behandlung der Evolution im Genetischen Algorithmus
untersucht wurden, wird sich nun der Bausteinbasis gewidmet. Sie taucht
im Zusammenhang mit dem ,,Coarse Graining® auf, welches eine Methode
zur Behandlung von dynamischen Systemen ist, die héufig in der Statisti-
schen Mechanik verwendet wird.

Die Bezeichnung ,,Coarse Graining® ist ein Sammelbegriff fiir Vereinfa-
chungsprozeduren. Eine mogliche Ubersetzung wire , Vergroberung®. So
versucht man die Auflésung, mit der man ein System betrachtet, zu ver-
grobern und somit durch Ausblenden irrelevanter Details die Untersu-
chungen daran zu vereinfachen und sich auf wesentliche Eigenschaften zu
konzentrieren.

In der Statistischen Mechanik findet man eine solche Vergroberungs-
methode in der Renormierungsgruppe. Diese Namensgebung ist jedoch
irrefithrend, da es sich zum einen um keine eindeutig bestimmte Gruppe
handelt, sondern im Gegenteil meist mehrere mogliche fiir sie gibt. Und
zum anderen liegt der Renormierungsgruppe keine Gruppeneigenschaft zu
Grunde, sondern nur die Halbgruppeneigenschaft.

Die Renormierungsgruppe (RG) ist ein System von Koordinatentrans-
formationen, das die Existenz von Fixpunkten einer Dynamik kléren kann.
Die RG-Transformationen werden dabei so gewihlt, dass die funktionelle
Form der transformierten Gleichung erhalten bleibt (Forminvarianz), denn
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H
/ \
Hrp, /HR —
/ \
Hpr Hpr Hpr Hgrr

/\ /\ /\ /' \
Abbildung 6.4: Struktur der Vergréberung fiir die Evolutionsgleichung

anschliefend wird die RG-Transformation iteriert, wodurch man einen Fix-
punkt der Dynamik entdecken kann. Némlich an der fehlenden Auswir-
kung der Iteration auf die Gleichung. Durch die Iteration erhélt man eine
Folge von Gleichungen mit immer héherer Vergroberung.

Die Transformationen auf eine Bausteinbasis bilden eine Renormierungs-
gruppe. Mit ihrer Hilfe findet nicht nur eine Reduktion der Freiheitsgra-
de statt. Die Transformationen auf Schemen bzw. Bausteine ist iiberdies
die einzige Vereinfachung, die die Evolutionsgleichung forminvariant lésst
[SS02], [Vos99].

Eine Vermutung von Stephens ist, dass die Bausteine die wesentlichen
Freiheitsgrade (,,effective degrees of freedom*) eines Genetischen Algorith-
mus sind. Also jene Freiheitsgrade, auf die ein System minimal reduziert
werden kann [SH9S|.

Versucht man die Evolutionsgleichung (3.17) zu l6sen, so erhilt man ein
System von Gleichungen mit immer hoheren Grad an Vergroberung (siehe
Abbildung 6.4), denn zur Berechnung von P(H,t + 1) bendtigt man die
entsprechenden Terme von P'(Hy,t) und P'(Hg,t).

Diese hierarchische Ordnung zusammen mit der Forminvarianz und der
Reduktion der Freiheitsgrade begriinden nicht allein die Eigenschaft als
Renormierungsgruppe. Die Menge der Transformationen von der String-
basis auf eine Bausteinbasis sowie von einer Bausteinbasis auf eine andere
bildet eine Gruppe.

Folgende Notation wird verwendet: P(x1,z2) bezeichne den Vektor der
Basenelemente beziiglich der Basis B,,, wobei die Anordnung der Kom-
ponenten beziiglich z5 erfolgt. So ist zum Beispiel P(S,z1) der Vektor der
Stringbasiselemente, die beziiglich 2, angeordnet sind. Es bezeichne A,
die Ubergangsmatrix von der Stringbasis auf die Bausteinbasis B,, wobei
die Basenelemente beziiglich x angeordnet sind. Es ist aus Abschnitt 6.3
bekannt:

Ag[;1 P(S,a:l) = P(ml,xl)
AmQ P(S,CL‘Q) = P(CB2,$2)

Es gibt eine Ubergangsmatrix A2 mit
A2 P(xy,11) = P(x2,22)

und es gilt
Agy = AZ A,
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Die bindre Operation ist also gegeben. Das hintereinander ausfithren von
Basiswechseln ist assoziativ. Zu jeder Transformation gibt es eine Riick-
transformation. Das neutrale Element ist die Transformation von einer Ba-
sis auf sich selbst, wird also durch die Einheitsmatrix beschrieben. Dem-
nach ist die Menge der Transformationen von der Stringbasis auf eine
Bausteinbasis sowie von einer Bausteinbasis auf eine andere eine Gruppe.

Welchen Nutzen kann man nun aus der Erkenntnis ziehen, dass die
Transformationen auf und zwischen Bausteinbasen eine Renormierungs-
gruppe bilden? Fixpunkte im dynamischen System sollten erkennbar sein.

Es wird ein Beispiel fiir drei Dimensionen betrachtet. Die Mutation wird
der Einfachheit halber weggelassen. Die Rekombinationsmasken sind alle
gleichwahrscheinlich. Die Evolutionsgleichung fiir den Baustein 111 lautet
dann:

Pea(111) = <1—pc>Pz<111>+%%Pg<HL>Pg<HR>

— (1-p)P/(111) + %Pg(n*)Pg(* £1) + %Pgu « 1) P! (+1%)
+%Pt'(1 s ) P (+11) + %Pt'(lll)Pt’(* % %)
(6.9)

Der Term P/(11x), der fiir (6.9) benotigt wird, wird ndher betrachtet:

P/(11x) = 2nfi(11x)P_1(11x)
= onfi(11%) <(1 o) Pl(11%) + % ! (116) Py (5 % %)

+ 5Py (1) Py (+14)

= 2nf(11%) <<1 - %) P/(11%) + % AR *)P{_l(*l*)>
(6.10)

Die Gleichung fiir P/ (1 x x) ist:

P (1x%) = 2nfi 1(1%%)P_o(1xx%)
= 2nf;—1(1 % %) ((1 — pe)Pl_o(1 % %)
+ pePl_o (1% %) P/_o(* * *))
= 2nfi_1(1 %)

Die Vergroberung endet also bei den 1-Schemen, denn die Rekombinati-
on hat keinerlei Auswirkungen auf die Verteilung der 1-Schemen [SW99.
Das Gleichgewicht fiir (6.9) kann demnach nur dann erreicht werden, wenn
die Gleichgewichtsbedingung fiir die 1-Schemen erfiillt ist. Denn gilt fiir
die 1-Schemen 1** und *1*:
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fi(lxx) = fi_1(1xx%) bzw.
fi(x1x) = fioi(x1x)  Vt > tg,

dann dndert sich auch f;(11%) nicht mehr, da sich der Anteil der 1-Schemen
in der Population nicht mehr &ndert und demnach die relative Fitness von
11* stagniert. Bleibt f;_1(11%) unverandert, so stagniert auch P/(11x) und
(6.10) kann seinen Fixpunkt erreichen. Ist die Gleichgewichtsverteilung
nicht nur fiir 11* sondern fiir alle 2-Schemen erreicht, so dndert sich auch
P;11(111) nicht mehr. Der Gleichgewichtszustand der Population wird also
erst erreicht, wenn er fiir die 1-Schemen erreicht wurde [SW99].

Ein weiterer Grund fiir die Bedeutung der Bausteinbasen ist folgender:
In [Ste03] werden fiir die Evolutionsgleichung beziiglich einer Bausteinba-
sis Feynman-Regeln fiir ein Feynman-Diagramm aufgestellt. Ein Feynman-
Diagramm ermoglicht die Berechnung aller Komponenten der S-Matrix.
In der Physik beschreibt diese Matrix die Abbildung aller moglichen An-
fangszusténde in die Menge aller moglichen Endzusténde, die durch eine
gegebene Wechselwirkung erzeugt werden. In unserem Fall wird die Wech-
selwirkung durch die genetischen Operatoren definiert.

6.9 Zusammenfassung

Dieses Kapitel hat sich mit der mathematischen Beschreibung des Such-
raumes beschéftigt und es konnten Schlussfolgerungen aus der Formalisie-
rung fiir die Behandlung der Dynamik in Genetischen Algorithmen gezo-
gen werden. Es basierte hauptséichlich auf den Veroffentlichungen [SHOS|,
[SW99] und [CS].

Verschiedene Basen wie die Stringbasis, die Bausteinbasen und die Walsh-
Basis wurden eingefiihrt und untersucht. Geometrische sowie analytische
Transformationen wurden hergeleitet. Weiterhin wurde untersucht, welche
Basis fiir welchen genetischen Operator die angebrachteste ist. Dabei wird
die Selektion am natiirlichsten in der Stringbasis beschrieben, die Rekom-
bination in einer Bausteinbasis und die Mutation in der Walsh-Basis.

Zu guter Letzt konnte eine Analogie zur Statistischen Mechanik auf-
gezeigt werden, denn die Transformationen auf und zwischen den Bau-
steinbasen ist als Renormierungsgruppe zur mathematischen Behandlung
der Evolution im Genetischen Algorithmus anwendbar. Mit ihrer Hilfe
kann ein Fixpunkt der Evolutionsgleichung gefunden werden. Weiterhin
ermoglichen die Bausteinbasen das Aufstellen von Feynman-Regeln fiir
Feynman-Diagramme.
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In diesem Kapitel werden numerische Ergebnisse vorgestellt. Es interes-
siert, inwieweit sich Vermutungen bestétigen lassen und welche Auswir-
kungen bestimmte Anderungen, wie zum Beispiel der gerichtete Rekom-
binationsoperator, tatsdchlich haben.

In den Simulationen wird ein Genetischer Algorithmus verwendet, der
die Symmetrie als Fitnessfunktion benutzt. Es wird untersucht, welche
Auswirkungen bestimmte Parameter auf die Durchschnittssymmetrie ha-
ben. Mit der Durchschnittssymmetrie ist der Durchschnitt iiber die pro-
zentuale Symmetrie aller Zeichenketten in der Endpopulation gemeint:

. .1 F(I)
Durchschnitt trie = — Y —2.
urcnscnnittssymmetrie on g]; /

t

Die Populationsgrofle ist 2n. Die Durchschnittssymmetrie einer zufélligen
Population ist 25%, wie bereits mit (4.1) festgestellt wurde. Die Symmetrie
bewegt sich also zwischen den Werten 0.25 und 0.5. In den Graphen, die
in diesem Kapitel gezeigt werden, wird die Durchschnittssymmetrie iiber
die letzten 500 Generationen gemittelt, um unerwiinschte Schwankungen
zu vermeiden.

Nach den Untersuchungen der Parameter werden die beiden Rekom-
binationsoperatoren miteinander verglichen. Fiihrt die gerichtete Rekom-
bination zu besseren Ergebnissen? Wird das Fitnessmaximum schneller
erreicht? Wird sich immer fiir ein Maximum entschieden oder entstehen
vielleicht mehrere gleichberechtigte Unterpopulationen?

7.1 Die Mutation

Mutationsrate und Zeichenkettenlinge Begonnen wird mit dem Einfluss
des Mutationsoperators. Es ist anzunehmen, dass die Durchschnittssym-
metrie der Endpopulation mit steigender Mutationsrate p,, abnimmt. Aber
nicht nur eine steigende Mutationsrate sollte die Durchschnittssymmetrie
senken, sondern auch eine steigende Zeichenkettenldnge I. Denn vergroflert
sich 1, so steigt auch die Wahrscheinlichkeit, dass eine Zeichenkette mu-
tiert wird und damit schlimmstenfalls ihre Symmetrie gestort wird. In
Abbildung 7.1 sieht man den Graphen der Durchschnittssymmetrie, zum
einen bei fester Zeichenkettenldnge fiir zwei verschiedene Mutationsraten
und zum anderen bei fester Mutationsrate und verschiedenen Zeichenket-
tenldngen. Die Vermutung bestétigt sich. Mit steigendem [ und steigendem
pm sinkt die Symmetrie der Endpopulation.
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Abbildung 7.1: Durchschnittssymmetrie in Abhéngigkeit von der Mutationsrate
Pm in [%] (links) und der Zeichenkettenlédnge [ (rechts)

In Abbildung 7.2 ist die Abhéngigkeit der Durchschnittssymmetrie von
der Zeichenkettenlinge und der Mutationsrate in einem Graphen darge-
stellt. Die Werte der Symmetrie sind im rechten Graphen farbig codiert.

Alle Simulationen wurden mit einer Populationsgrofie von 2n = 100
durchgefiihrt und nach 50000 Generationen beendet. Jede Parameterkom-
bination von p,, und ! wurde in jeweils drei Simulationen getestet. Das
sind bei je 14 Werten fiir p,, und [ fast sechshundert Simulationen.

Endpopulation Interessant ist auch, die Zusammensetzung der Endpopu-
lationen zu betrachten. Welche Parameterkombinationen begiinstigen das
Finden eines Maximums und erlauben, dass es in der Population verbleibt?
Der Verbleib in der Population sollte theoretisch mit wachsenden p,, und
[ sinken.

In Abbildung 7.3 sieht man, dass ein Maximum ab einer Zeichenket-
tenldnge von 60 nicht mehr gefunden wird, dabei senkt eine Steigerung der
Mutationsrate diesen Schwellenwert. Damit das Maximum in der Popula-
tion erhalten bleibt und nicht immer wieder durch die Mutation zerstort
wird, sollte die Wahrscheinlichkeit, dass eine Zeichenkette mutiert wird,
geringer sein als 50%. Besonders zu Beginn des Algorithmus, wenn die Po-
pulation nur aus wenigen Vertretern eines Maximums besteht, ist dies von
besonderer Bedeutung. Es soll also gelten, dass die Wahrscheinlichkeit,
mit der eine Zeichenkette nicht mutiert wird, grofler als 50% ist:

(1—pm) > 05
in 0.5
In(1—pm)
Hier sieht man, dass eine Steigerung von p,, tatséchlich eine Senkung des

Schwellenwertes verursacht. Konkret heifit dies, dass bei einer Mutations-
rate von p,, = 0.01 fiir die Zeichenkettenldnge I < 69 gelten muss.

=1
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Durchschnittssymmetrie

Durchschnittssymmetrie ——

0.05 0.06 0.07 0.08 009 01 02 04 06 08 1 12 14 16
Pm

Abbildung 7.2: Durchschnittssymmetrie in Abh#ngigkeit von der Zeichenket-
tenlinge und der Mutationsrate p,, in [%)]

Haeufighett, mit der ein Maximum gefunden wurde

0.65 U‘DG 0.‘(]7 O.E)B 069 0.‘1 D.‘Z 0‘4 0.‘6 0.‘5 1‘ 1.‘2 1‘4 1.‘6
Pm
Abbildung 7.3: Haufigkeit, mit der ein Maximum in den Endpopulationen vor-
handen war

Zusammenfassung Wie erwartet sinkt die Durchschnittssymmetrie, wenn
die Mutationsrate bzw. die Zeichenkettenldnge erhoht wird. Die Wahr-
scheinlichkeit, dass ein Maximum in der Population verbleibt féllt eben-
falls wie erwartet mit steigender Mutationsrate und Zeichenkettenlédnge.

7.2 Die Rekombination

Der gerichtete Rekombinationsoperator wird im Computerprogramm fol-
gendermaflen implementiert. Es werden die zur Rekombination zugelasse-
nen Elemente bestimmt und in einer Liste gespeichert. Dann werden zwei
Elemente zufillig herausgenommen, ihre Ahnlichkeit bestimmt, das heift
die Anzahl von iibereinstimmenden Bits, und entsprechend der Wahr-
scheinlichkeit P}, gekreuzt. Diese Wahrscheinlichkeit wird mit ¢ skaliert
(sieche Abschnitt 4.5). Findet keine Kreuzung statt, so wird fir diese Ele-
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7 Simulationsergebnisse

mente vorgemerkt, dass sie eine erfolglose Kreuzung hinter sich haben.

Es gibt eine maximale Anzahl von Kreuzungsversuchen. Dieser Para-
meter heiflt matingTrials. Hat ein Element diese Anzahl ausgeschopft,
so erhilt es keine weitere Chance und wird aus den zur Rekombination
zugelassenen Elementen entfernt.

Durch die Restriktion mit dem Parameter matingTrials wird ein Ele-
ment bestraft, falls es keinen dhnlichen Partner findet, indem sein Nach-
wuchs ausbleibt und seine Gene nicht in die néchste Generation iibernom-
men werden.

Wurden nach diesem Verfahren nicht n Paare gefunden, so werden die
restlichen Plédtze mit bereits gefundenen Paaren belegt. Diese Paare er-
halten also statt zwei Nachkommen vier oder sogar mehr Nachkommen.
Wurde bei dem Verfahren gar kein Paar gefunden, das heifit die Eltern
waren sich nicht hinreichend &hnlich oder es wurden nur ungliickliche Zu-
sammensetzungen als Paare getestet, so wird die normale Rekombination
durchgefiithrt und zwar mit den Individuen, die zur Rekombination aus-
gewihlt wurden. Die normale Rekombination wird also als Strafe verwen-
det. Dabei ist es fraglich, inwieweit eine normale Kreuzung die Fitness der
Nachkommen senkt oder sie sich nur noch verbessern kann, wenn sich kein
hinreichend #hnliches Paar finden lésst.

Solche Anpassungen sind vonnéten, da im Computerprogramm einer-
seits mit einer endlichen Populationsgrofie gearbeitet wird und anderer-
seits nur begrenzte Rechnerkapazitiaten zur Verfiigung stehen. So kann
und mochte man nicht unbegrenzt lange warten, bis sich ausreichend &hn-
liche Elternpaare gefunden haben und fithrt sinnvolle Begrenzungen, wie
den Parameter matingTrials oder ein Ausweichverfahren, wie die normale
Rekombination ein.

Alle Simulationen in diesem Abschnitt verwenden eine Populationsgréfie
von 2n = 500 und eine Zeichenkettenléinge von I = 40. Die Mutationsrate
ist p,, = 0.01 und die Rekombinationsrate p. = 0.9. Jede Parameterkombi-
nation wurde in je drei Simulationen getestet.

Vergleich der beiden Rekombinationsoperatoren Zunéchst soll die Durch-
schnittssymmetrie der Endpopulationen verglichen werden, wenn der nor-
male Rekombinationsoperator und der gerichtete Operator verwendet wur-
de.

In Abbildung 7.4 sieht man, dass der gerichtete Operator nur fiir be-
stimmte ¢g-Werte ein besseres Ergebniss liefert als die normale Rekombina-
tion. Ist ¢ zu klein oder zu grof, so sorgt die normale Rekombination fiir
eine fittere Endpopulation. Liegt aber ¢ in einem bestimmten Bereich, der
in diesem Beispiel von 4 bis 10 reicht, so liefert die gerichtete Rekombina-
tion bessere Ergebnisse. Dies ist folgendermafien zu erkléaren: Verwendet
man die gerichtete Rekombination, so steigt mit wachsenden ¢ der Druck
auf ein Individuum, einen dhnlichen Partner zu finden. Isolierte Individuen
werden somit schneller aussortiert. Je dhnlicher die zu kreuzenden Part-
ner sind, umso wahrscheinlicher ist es, dass ihre Nachkommen ungefiahr die
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Abbildung 7.4: Vergleich normale Rekombination vs. gerichtete Rekombination

gleichen Fitnesswerte besitzen. Bei der gerichteten Rekombination bleiben
die Fitnesswerte der Nachkommen von fitten Individuen hoch, wohinge-
gen die normale Rekombination aus fitten Eltern unfitte Nachkommen
erzeugen kann.

Die gerichtete Rekombination unterbindet mehr Kreuzungen als die
normale Rekombination. Dies ist besonders hinderlich, wenn noch kei-
ne symmetrischen Individuen gefunden worden sind, wie es zum Beispiel
zu Beginn des Genetischen Algorithmus der Fall ist. Die Kreuzung zwei-
er unsymmetrischer Partner kann durchaus von Vorteil sein. Durch diese
geringere Kreuzungsfrequenz schneidet die gerichtete Rekombination fiir
kleine ¢ schlechter ab als die normale Rekombination. Ist ¢ jedoch grofler,
so kompensiert die gerichtete Rekombination die geringere Kreuzungsfre-
quenz durch die Kreuzung von dhnlicheren Individuen und sorgt damit fiir
ein besseres Ergebnis, wihrend die normale Rekombination immer wieder
symmetrische Individuen zerstort.

Als Konsequenz sollte zu Beginn des Genetischen Algorithmus der Fit-
nessanstieg bei Benutzung der normalen Rekombination grofier sein als
bei Benutzung der gerichteten Rekombination. In Abbildung 7.5 wird dies
bestétigt. Fiir die Praxis kann man diese Erkenntnis nutzen, indem man
beide Rekombinationsverfahren kombiniert. Zu Beginn des Genetischen
Algorithmus ist die Verwendung der normalen Rekombination zu emp-
fehlen und nach einer bestimmten Generationenzahl die gerichtete Re-
kombination. So sollte der Genetische Algorithmus schneller die Gleichge-
wichtspopulation erreichen und eine fittere Endpopulation liefern. Damit
konnten zum Beispiel die Simulationen in Abbildung 7.5 um circa 5000
Generationen verkiirzt werden.

Der Leistungsabfall fiir hinreichend grofie ¢ hédngt mit dem Parameter
matingTrials zusammen, der in diesen Simulationen konstant geblieben
ist. Es existiert fiir die Parameterkombination von ¢ und matingTrials eine
Schwelle, an der die Leistung des Genetischen Algorithmus stark abfallt.
Diese Schwelle wird im folgenden Paragraphen néher untersucht.
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Abbildung 7.5: Vergleich der beiden Rekombinationsverfahren bzgl. des Sym-
metrieanstiegs in der Population. Zeichenkettenlénge ist [ = 40.

Zunéchst wird das Interesse aber auf die Homogenitéit der Endpopu-
lationen gelenkt. Es soll untersucht werden, ob der gerichtete Operator
tatsdchlich eine beziiglich des Erbguts homogenere Endpopulation her-
vorruft als die normale Rekombination.

In Abbildung 7.6 sind die Ergebnisse der Endpopulationen abgetragen.
Zum einen wurde die Anzahl an Clustern ermittelt und zum anderen die
ClustergréBe. Ein Cluster ist eine Menge von Individuen in der Populati-
on, die denselben Genotyp besitzen. Dabei werden nur Cluster gezéhlt, die
wenigstens fiinf Vertreter haben. Es ist zu erkennen, dass mit der gerich-
teten Rekombination wesentlich mehr Cluster in der Population gebildet
werden und dass die Anzahl an Clustern mit ¢ ansteigt. Dies ist ein Resul-
tat des mit ¢ steigenden Drucks, dhnliche Partner in der Rekombination
zu finden.

In der rechten Graphik von Abbildung 7.6 ist die durchschnittliche An-
zahl an Individuen pro Cluster abgetragen. Hier ist kein eindeutiger Trend
zu erkennen, aber man sieht, dass die Clustergréfie bei beiden Rekombi-
nationsarten ungefahr gleich grof3 ist.

Die hohere Clusteranzahl bei dhnlicher Clustergrofie zeigt, dass die ge-
richtete Rekombination eine homogenere Endpopulation erzeugt als die
normale Rekombination. Der Grad der Homogenisierung steigt mit ¢. Ver-
einen die Cluster fitte Individuen, so ist damit auch die fittere Endpopu-
lation bei Verwendung der gerichteten Rekombination zu erkléren.

Die gerichtete Rekombination Es wurde bereits erwéhnt, dass die Para-
meter matingTrials und ¢ nicht trivial zusammenhédngen. Wie in Abbil-
dung 7.7 zu sehen ist, nimmt die Durchschnittssymmetrie mit steigenden
q und sinkenden matingTrials leicht zu, ab einer gewissen Schwelle aber
fallt die Leistung des Genetischen Algorithmus ab.

Die Existenz dieser Schwelle ist leicht begriindet. Je grofier ¢ wird, um-
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Abbildung 7.6: Vergleich der normalen Rekombination (NormalCO) mit ge-
richteter Rekombination beziiglich der durchschnittlichen An-
zahl von Clustern (links) und durchschnittlicher Clustergrofie
(rechts)

so schwieriger ist es selbst fiir stark dhnliche Paare gekreuzt zu werden,
sofern sie sich in wenigstens einem Bit unterscheiden. Wird der Parameter
matingTrials zu niedrig gesetzt, das heifit die Individuen haben weniger
Versuche, einen #hnlichen Partner zu finden, so werden keine dhnlichen
Eltern gefunden, die normale Kreuzung findet statt und zerstort die fitten
Individuen.

Die Durchschnittssymmetrie steigt mit wachsenden ¢ und sinkenden
mating Trials, da durch sie der Kreuzungsdruck erhcht wird. Je grofer
g, umso dhnlicher miissen sich Eltern sein, um gekreuzt zu werden und
umso besser ist dann das Kreuzungsergebnis, da der Fitnesswert der Nach-
kommen im Bereich der Eltern liegt. Je geringer matingTrials, umso we-
niger Versuche haben die Eltern zur Verfiigung einen &hnlichen Partner
zu finden und umso schneller werden isolierte Eltern aussortiert und die
Nachkommenstreuung in der Fitnesslandschaft verringert.

Dieses Verhalten ist auch analytisch zu erkldren. Die Wahrscheinlichkeit,
dass ein Element I wegen mangelnden dhnlichen Partnern aussortiert wird,
ist:

mT
P(I wird aussortiert) = P'(I) <1 - ZP'(J)PIqJ> : (7.1)
J

Dabei wird der Parameter matingTrials mit mT abgekiirzt. Die Wahr-
scheinlichkeit P(I wird aussortiert) sinkt mit wachsenden P;; bzw. mit
fallenden ¢ und wachsenden m7T. Erhoht man also ¢ oder senkt die Anzahl
der Versuche, einen Partner zu finden, mT, so steigt die Wahrscheinlich-
keit, dass eine Zeichenkette I keinen ausreichend dhnlichen Partner findet.
Damit wird der Rekombinationsdruck erhoht, das heiffit nur sehr dhnliche
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Abbildung 7.7: Durchschnittssymmetrie in  Abhéngigkeit von ¢ und
matingTrials

Partner kreuzen sich und isolierte Individuen werden aussortiert. Bis zu ei-
nem bestimmten Punkt sollte sich also die Leistung des Genetischen Algo-
rithmus verbessern, dann aber abrupt abfallen, da sich bei zu kleinem mT
bzw. bei zu grolem ¢ keine Paare mehr finden kénnen. Die fitten Individu-
en werden dann durch die normale Rekombination zerstort. Bestatigt wird
dies durch einen Blick auf Abbildung 7.8, in der die Nutzung der normalen
Rekombination, wenn sich bei der gerichteten Rekombination keine Paa-
re gefunden haben, eingetragen ist. Tatséchlich steigt die Haufigkeit der
Benutzung der normalen Rekombination mit wachsenden ¢ und fallenden
mT an. In einer nicht zufélligen, sondern eher geordneten Population muss
somit notwendigerweise durch die willkiirliche Elternwahl die Leistung des
Genetischen Algorithmuss abfallen, das heifit die Durchschnittssymmetrie
der Endpopulationen sinken.

Ein weiteres Indiz, dass ein grofles ¢ den Druck #dhnliche Partner fiir
die Rekombination zu finden steigert, miisste eine wachsende Anzahl an
gleichen Individuen in der Population sein. In Abbildung 7.9 ist die durch-
schnittliche Clustergrofie abgetragen. Es ist zu erkennen, dass die Cluster-
groffe mit ¢ steigt. Je grofler ¢, desto mehr Vertreter gleichen Genotyps
existieren. Dies ist ein Resultat des erhohten Drucks, einen dhnlichen Part-
ner zu finden.

Endpopulation Nun sollen die Endpopulationen betrachtet werden. In
Abbildung 7.10 ist zu erkennen, dass ein Maximum so gut wie immer
gefunden wird, wenn ¢ und matingT'rials nicht die kritische Schwelle iiber-
schreiten, ab der die Leistung des Algorithmus abfillt.

In Abbildung 7.11 sieht man, dass sich die Anzahl der Cluster zwischen
0 und 8 bewegt und abrupt ansteigt, wenn die kritische Schwellenkom-
bination von ¢ und matingT'rials iiberschritten wird. Man kann also ver-
muten, dass der Genetische Algorithmus mehr Cluster bildet, wenn das
Optimum noch nicht gefunden wurde, bzw. wenn die Population durch die
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Abbildung 7.8: Haufigkeit, mit der normale Rekombination benutzt wurde, in
Abhéngigkeit von ¢ und matingTrials

Benutzung der normalen Rekombination noch stark iiber dem Suchraum
verstreut ist.

Eine weitere Erkenntnis lésst sich aus Abbildung 7.11 ziehen. Da die
Anzahl der Cluster mit wachsenden ¢ und fallenden matingTrials steigt,
begiinstigt ein grofles ¢ und ein kleines matingTrials die Artenbildung.
Fasst man Individuen gleichen Genotyps zu einer Art zusammen, so bedeu-
ten mehrere Cluster mehrere Arten. Es war zu hoffen, dass die gerichtete
Rekombination zur Artenbildung beitrdgt. Dies hat sich nicht bestétigt,
da sich die Cluster in diesen Simulationen fast ausschliefllich in der Um-
gebung eines Maximums befanden und sich nicht um mehrere Maxima
gruppierten.

Zusammenfassung Die Durchschnittssymmetrie der Endpopulation bei
Verwendung der gerichteten Rekombination ist wesentlich hoher, jedoch
wird die Gleichgewichtspopulation wesentlich langsamer erreicht. Es wird
die Kombination der beiden Rekombinationsverfahren vorgeschlagen.

Eine geeignete Wahl der Parameter ¢ und matingTrials erhoht die Durch-
schnittssymmetrie. Wird matingTrials jedoch zu klein fiir ¢ gesetzt, sinkt
die Durchschnittssymmetrie unter den Wert, der mit der normalen Re-
kombination erreicht wird.

7.3 Die Fitnessfunktion

Alle Simulationen in diesem Abschnitt verwenden eine Populationsgrofie
von 2n = 500 und eine Zeichenkettenldnge von [ = 40. Die Mutationsrate
ist p,, = 0.01 und die Rekombinationsrate p. = 0.9. Der Parameter ¢ wurde
auf 2 gesetzt.
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Abbildung 7.9: Durchschnittliche Clustergréfie in Abhéngigkeit von ¢ und
matingl'rials

Bisher wurde eine lineare Fitnessfunktion verwendet. Die Anzahl sym-
metrischer Bits wurde gemessen und ergab den Fitnesswert eines Elemen-
tes. Dieser Fitnesswert lag zwischen 0 und % Wird die Fitnessfunktion
durch eine Potenz p nichtlinearisiert, also f; durch f} ersetzt, so erzielt
man eine bessere Leistung des Genetischen Algorithmus. In Abbildung
7.12 sieht man, dass mit wachsenden p auch die Durchschnittssymmetrie
der Endpopulation steigt. Mit p kontrolliert man den Selektionsdruck. Je
grofler p, umso resoluter werden weniger fitte, also weniger symmetrische
Individuen aussortiert.

In Abbildung 7.13 ist die Durchschnittssymmetrie in Abhéangigkeit von
p und ¢ abgetragen. Wie bereits gesehen wurde, steigt die Symmetrie mit
p und ¢, wobei die Steigerung in ¢-Richtung eher gering ist. In den Ab-
schnitten 3.5 und 4.6 wurde gezeigt, dass die Selektion und die Rekombi-
nation gemeinsam die Homogenisierung der Population fordern. Verstarkt
man nun den Selektionsdruck sowie den Rekombinationsdruck, so sollte
die Homogenisierung schneller vonstatten gehen. In Abbildung 7.14 ist
zu erkennen, dass der Fitnessanstieg stdarker und somit auch die Homo-
genisierung mit groflen p schneller ist. Die Daten sind gemittelt aus drei
Simulationen, bei denen ¢ die Werte 7, 9 und 11 zugewiesen wurden.

Dass die Parameter p und ¢ nicht nur fiir eine schnellere Homogeni-
sierung, sondern auch fiir eine insgesamt homogenere Population sorgen,
sieht man in Abbildung 7.15. Die Anzahl an Individuen in einem Cluster
steigt mit p und ¢, wobei auch hier die grofite Steigerung in p-Richtung
stattfindet. Mit dem Selektionsdruck kann man also nicht nur die Homo-
genisierungsgeschwindigkeit, sondern auch den Grad der Homogenisierung
beeinflussen.
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7.3 Die Fitnessfunktion
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Abbildung 7.10: Haufigkeit, mit der ein Maximum gefunden wurde

Anzahl der Cluster ——
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Abbildung 7.11: Anzahl der Cluster in Abhéngigkeit von ¢ und matingTrials
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Abbildung 7.12: Durchschnittssymmetrie in Abhéngigkeit von p
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7 Simulationsergebnisse

Durchschnittssymmetrie
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Abbildung 7.14: Fitnessanstieg fiir ¢ = 7,9,11 und Zeichenkettenléinge | = 40
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Abbildung 7.15: Durchschnittliche Clustergrofie
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8 Zusammenfassung

Im Folgenden werden die Leistungen, die fiir diese Diplomarbeit erbracht
wurden nochmals aufgefiihrt.

Die Arbeit befasste sich mit der theoretischen Behandlung von Geneti-
schen Algorithmen. Ein Kernpunkt bildete die Formalisierung der geneti-
schen Operatoren Selektion, Rekombination und Mutation.

Ein wesentlicher Aspekt war die Aufstellung einer Evolutionsgleichung,
die die Ausbreitung von Schemen in der Population quantifiziert.

Die Untersuchungen wurden auf Genetische Algorithmen ausgeweitet,
die eine Symmetrie-Fitnessfunktion und einen gerichteten Rekombina-
tionsoperator verwenden. Die Wirkung der genetischen Operatoren auf
der neuen Fitnesslandschaft wurde analysiert und eine angepasste Evolu-
tionsgleichung hergeleitet.

Theoretische Aspekte wie die Effektive Fitness, die String- und Bau-
steinbasis, die Tensordarstellung der genetischen Operatoren sowie die
Rolle der Renormierungsgruppe bei der Losung der Evolutionsgleichung
wurden erldutert.

Den Abschluss bildeten numerische Untersuchungen, die die Leistung
des Genetischen Algorithmus beziiglich verschiedener Parameterbelegun-
gen testeten und die Auswirkungen des gerichteten Rekombinationsopera-
tors beleuchteten. Wesentliches Ergebnis ist, dass die Endpopulation bei
der Verwendung der gerichteten Rekombination zwar sehr viel langsamer
den Gleichgewichtszustand erreicht, ihre Elemente jedoch erheblich fitter
sind als bei der Verwendung der normalen Rekombination.

Ein weiteres Resultat ist, dass mit dem Selektions- und Rekombina-
tionsdruck der Grad und die Geschwindigkeit der Homogenisierung des
Erbguts in der Population gesteuert werden kann.

111



8 Zusammenfassung

112



Bezeichnungen

|M|
lz Ayl

(Q,9,P)

*

& Q®

B,-Trager
CF2)

A

;U —V;
6(H)

fers

Je

filz) = %

yeP;

Méchtigkeit einer Menge M.

Anzahl der Einsen, an denen die Zeichenketten z und
y libereinstimmen.

Wahrscheinlichkeitsraum iiber 2. Dabei ist O eine o-
Algebra und P ein Wahrscheinlichkeitsma$.

Symbol fiir den Fall, dass der Wert eines Detektors
irrelevant ist.

Tensorprodukt.

Suchraum. Die Menge aller moglichen Lésungen eines
Optimierungsproblems.

Ungeordnete n-elementige Menge von Elementen
aus 2. Mehrmaliges Auftreten eines Elementes ist
moglich.

Menge aller n-elementigen Teilmengen von 202
Stringbasis.

Taylor-Basis.

Vertex-Basis.

Walsh-Basis.

Bausteinbasis zum Bezugspunkt z.

Menge der Schemen, die = enthalten.

Raum der charakteristischen Funktionen iiber 2.
Menge der Detektoren.

Detektor mit Wertebereich V;.

Kronecker Delta

Lange des Schemas H. Differenz zwischen der ersten
und der letzten fixierten Stelle von H.
Definitionsbereich einer Funktion z.
Hamming-Abstand zwischen den Zeichenketten I und
J.

Erwartungswert einer Zufallsgrofie A.
N-dimensionale Einheitsmatrix.

Erwartete Anzahl an Vertretern eines Schemas in der
Folgepopulation.

Effektive Fitness. Gibt den Fortpflanzungserfolg eines
Populationselementes an.

Wahrscheinlichkeitsmaf} fiir die Rekombination.
Wahrscheinlichkeitsmaf3 fiir die Mutation.

Relative Fitness des Individuums z € P;.
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Bezeichnungen

114

filH) = > fi(x)

xePrNH

F

FH) = o >

Relative Fitness des Schemas H in P,.
Selektionstensor, der die Selektion beziiglich der
Stringbasis beschreibt.

Selektionstensor beziiglich der Bausteinbasis.
Selektionstensor beziiglich der Walsh-Basis.
Fitnesswert des Elements = € 2.

Mittlere Fitness der Population P;.

xeP,NH

Hpg

A7 (M)

Mittlere Fitness des Schemas H in P;.

Raum der reellwertigen Funktionen iiber 2.
Dualraum von Fun(2). Raum der linearen Funktio-
nale iiber L.

Zeichenzwischenrdume des Schemas H.

Schema. Menge von Elementen z € 2, fiir die gilt:
di(z) =s; falls s; A« Vi=1,...,m.

Schema, dessen fixierte Positionen und dessen Allele
an diesen Positionen mit denen von H bis zur Stelle
k€ {h1,...,hs} iibereinstimmen.

Schema, dessen fixierte Positionen und dessen Allele
an diesen Positionen mit denen von H von der Stelle
k€ {h1,...,hs} an libereinstimmen.

Klasse von Schemen, deren Allele an den fixierten Po-
sitionen an genau ¢ Positionen verschieden von denen
von H sind.

Schema, das mit H an den Stellen iibereinstimmt, an
denen die Maskenbits einer Rekombinationsmaske 1
sind.

Schema, das mit H an den Stellen iibereinstimmt, an
denen die Maskenbits einer Rekombinationsmaske 0
sind.

Komponente des Rekombinationstensors A. Der Wert
von A% (M) ist genau dann 1, wenn der erste Nach-
komme der Eltern J und K unter Verwendung der
Rekombinatiosmaske M gleich I ist.

Komponente des Rekombinationstensors bei festem
I. Der Tensor ist beziiglich der Stringbasis gegeben.
Komponente des Rekombinationstensors bei festem 1.
Der Tensor ist beziiglich der Bausteinbasis gegeben.
Transformationsmatrix von der Stringbasis zur Bau-
steinbasis bei einer Zeichenkettenldnge von [ = 1.
Transformationsmatrix von der Stringbasis zur Bau-
steinbasis bei einer Zeichenkettenlédnge von I.
Transformationsmatrix von der Bausteinbasis By zur
Bausteinbasis Bj. Zeichenkettenldnge ist 1.



Aw

Ay

l

m(H,t) = |P,NH|
mT, matingTrials
M\N

M

M

Mg
M

Pe
Pm
P(A)
P(A/B)

Transformationsmatrix von der Stringbasis zur
Walsh-Basis bei einer Zeichenkettenlénge von [ = 1.
Transformationsmatrix von der Stringbasis zur
Walsh-Basis bei einer Zeichenkettenlédnge von .
Zeichenketten- bzw. Genomléange und Anzahl der De-
tektoren.

Anzahl der Vertreter von H in P;.

Maximale Anzahl der Versuche, die ein Individuum
hat, um einen Partner bei der gerichteten Rekombi-
nation zu finden.

Menge der Elemente aus M, die nicht in N liegen.
Tensor, der die Mutation beziiglich der Stringbasis
beschreibt.

Rekombinationsmaske.

Mutationstensor beziiglich der Bausteinbasis.
Matrix der Bausteinbasisfunktionen. Die (3, 7)-te
Komponente gibt den Funktionswert des j-ten Ele-
mentes an der i-ten Basisfunktion wieder.

Menge aller Rekombinationsmasken.

Matrix, dessen (i, j)-te Komponente angibt, mit wel-
cher Wahrscheinlichkeit das j-te Element des Such-
raumes in das i-te Element mutiert wird.

Matrix der Stringbasisfunktionen. Die (7, j)-te Kom-
ponente gibt den Funktionswert des j-ten Elementes
an der i-ten Basisfunktion wieder.

Mutationstensor beziiglich der Walsh-Basis.

Menge aller Schemen.

Populationsgrofe.

Menger der natiirlichen Zahlen.

Anzahl der Elemente des Suchraums.

Ordnung des Schemas H. Anzahl der fixierten Posi-
tionen von H.

Kreuztauschoperator.

Mutationsoperator.

Selektionsoperator.

Potenzmenge von M.

Menge aller moglichen Populationen.
Wahrscheinlichkeit, dass Rekombinationsmaske M
verwendet wird.

Kreuztauschwahrscheinlichkeit.
Mutationswahrscheinlichkeit.

Wahrscheinlicheit eines Ereignisses A.

Bedingte Wahrscheinlicheit. Die Wahrscheinlichkeit
des Ereignisses A unter der Bedingung, dass B ein-
tritt.
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Bezeichnungen

P(H,1t)
P(L,1)

P

Pl

q
PIJ

P,(I—J)

P, (H, — Hy)

P eP

Py
Ra, b]

xTc;

VX

Wahrscheinlicheit, dass Vertreter des Schemas H in
der Population P; auftreten.

Wahrscheinlicheit, dass Zeichenkette I in der Popu-
lation P; auftritt.

Populationsvektor beziiglich der Stringbasis. Die i-
te Komponente gibt die relative Haufigkeit des i-ten
Elementes des Suchraums in der Population wieder.
Vektor, dessen Komponenten die relativen Haufigkei-
ten der Elemente nach der Selektion beschreiben.
Populationsvektor beziiglich der Bausteinbasis.
Vektor, dessen Komponenten die relativen Haufigkei-
ten der Elemente nach der Rekombination beschrei-
ben.

Vektor, dessen Komponenten die relativen Haufigkei-
ten der Elemente nach der gerichteten Rekombination
beschreiben.

Anzahl der Bits, an denen die Zeichenketten I und J
iibereinstimmen, potenziert mit q.

Vektor, dessen Komponenten die relativen Haufigkei-
ten der Elemente nach der Mutation beschreiben.
Wahrscheinlichkeit, mit der Zeichenkette I in Zei-
chenkette J mutiert wird.

Wahrscheinlichkeit, mit der ein Vertreter von H, in
einen Vertreter von H, mutiert wird.

Population der Generation ¢ (¢t € Ny). Eine endliche
Menge von Elementen des Suchraumes. Es gilt P, ¢
2, da ein z € 2 mehrmals in P, auftreten kann.
Populationsvektor beziiglich der Walsh-Basis.
Menge der reellen Zahlen, die im Intervall von a bis
b liegen.

Anzahl der symmetrischen Bits in einer Zeichenkette.
Anzahl der unsymmetrischen Bits in einer Zeichen-
kette.

Element des Suchraums der Dimension [+ 1, wenn c¢;
ein Element des Suchraums der Dimension [ ist. Das
Element z¢; wird gebildet, indem x € {0,1} von vorn
an ¢; angefiigt wird.

Baustein des Suchraums der Dimension [+ 1, wenn ¢;
ein Baustein des Suchraums der Dimension [ ist. Der
Baustein xb; wird gebildet, indem x € {0,1,*} von
vorn an b; angefiigt wird.

Menge, die aus den Elementen des Suchraums der
Dimension [ + 1 besteht, deren Allel des ersten Bits
ein y ist. Die Variable x durchlauft alle Elemente des
Suchraums der Dimension I.
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